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摘　 要:基于可编程约瑟夫森量子电压标准和差分采样技术进行交流电压精密测量时,由于交流电压源锁相不稳定以及时钟不

完全同步导致正弦信号在多周期平均处理后产生幅值误差的问题。 提出了一种基于蒙特卡洛法的误差定量评估方法,对初始

相位在 Δφ 范围内随机抖动引入的幅值误差分布进行定量评估。 结果表明幅值误差主要由相位抖动范围决定,受平均周期数

的影响较小。 当抖动范围为 5
 

mrad 时,幅值误差可达 10-6 量级。 进一步提出一种基于相位抖动范围的幅值误差补偿方法,通
过计算补偿系数并进行修正,有效降低相位抖动引入的幅值误差。 在抖动范围确定的情况下,补偿效果随平均周期数的增加而

提升。 设计验证实验对补偿方法进行验证,抖动范围为 50
 

mrad,经过多周期平均处理后幅值误差超过 1×10-4
 

V / V,补偿后幅值

测量误差降低至 10-6 量级,验证了方法的有效性。
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Abstract:When
 

the
 

AC
 

voltage
 

is
 

measured
 

precisely
 

based
 

on
 

programmable
 

Josephson
 

voltage
 

standard
 

and
 

differential
 

sampling
 

technology,
 

the
 

amplitude
 

error
 

of
 

sinusoidal
 

signal
 

after
 

multi-period
 

averaging
 

is
 

caused
 

by
 

the
 

unstable
 

phase
 

lock
 

of
 

AC
 

voltage
 

source
 

and
 

incomplete
 

clock
 

synchronization.
 

This
 

paper
 

proposes
 

an
 

error
 

quantitatively
 

evaluation
 

method
 

based
 

on
 

the
 

Monte
 

Carlo
 

method
 

to
 

quantitatively
 

evaluate
 

the
 

amplitude
 

error
 

distribution
 

caused
 

by
 

random
 

jitter
 

of
 

the
 

initial
 

phase
 

within
 

the
 

range
 

of
 

Δφ.
 

The
 

findings
 

reveal
 

that
 

the
 

amplitude
 

error
 

primarily
 

depends
 

on
 

the
 

range
 

of
 

phase
 

jitter
 

and
 

is
 

minimally
 

influenced
 

by
 

the
 

number
 

of
 

averaging
 

cycles.
 

For
 

a
 

jitter
 

range
 

of
 

5
 

mrad,
 

the
 

amplitude
 

error
 

can
 

reach
 

a
 

magnitude
 

of
 

10-6 .
 

To
 

address
 

this,
 

a
 

compensation
 

method
 

based
 

on
 

the
 

phase
 

jitter
 

range
 

is
 

proposed.
 

By
 

calculating
 

the
 

compensation
 

coefficient
 

and
 

applying
 

the
 

correction,
 

the
 

amplitude
 

error
 

caused
 

by
 

phase
 

jitter
 

is
 

significantly
 

reduced.
 

The
 

compensation
 

effect
 

improves
 

with
 

an
 

increasing
 

number
 

of
 

averaging
 

cycles
 

when
 

the
 

jitter
 

range
 

is
 

fixed.
 

A
 

verification
 

experiment
 

was
 

conducted
 

to
 

validate
 

the
 

proposed
 

compensation
 

method.
 

For
 

a
 

jitter
 

range
 

of
 

50
 

mrad,
 

the
 

amplitude
 

error
 

exceeded
 

1× 10-4
 

V / V
 

after
 

multi-period
 

averaging
 

but
 

was
 

reduced
 

to
 

a
 

magnitude
 

of
 

10-6
 

magnitude.
 

These
 

results
 

confirm
 

the
 

effectiveness
 

of
 

the
 

proposed
 

method.
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0　 引　 　 言

　 　 1990 年 1 月 1 日国际计量组织在世界范围内正式启

用约瑟夫森电压基准用于电压量值的复现与传递[1] ,开
启了电学计量的量子化时代[2-4] 。 许多国家计量机构广

泛开 展 可 编 程 约 瑟 夫 森 电 压 标 准 ( programmable
 

Josephson
 

voltage
 

standard,PJVS)相关研究[5-7] ,利用 PJVS
为电压、阻抗以及功率等电学参量提供可靠的量子化溯

源依据[8-13] 。
近年来,交流约瑟夫森电压标准获得了迅速发展,

许多研究致力于实现约瑟夫森电压在交流领域的量值

传递。 为了解决传统数模转换器和可编程量子电压标

准生成的阶梯波信号过渡过程以及模数转换器测量时

引入的吉布斯现象导致的测量误差,提出了片段采样

的概念[14-15] 。 基于这一概念,开展基于 PJVS 的谐波电

压精密测量方法研究,研发了一种加权傅里叶变换的

周期谐波信号计算方法,初步实现了谐波电压溯源至

PJVS[16] 。 此外,PJVS 还应用于交流功率精密测量领

域,结合交流功率差分测量系统建立了基于 PJVS 的交

流功率计量标准装置[17] ;为实现基于一路交流量子电

压的功率计量,提出了交流量子电压分段驱动方案[18] 。
这些研究为实现基于 PJVS 的交流电压精密测量奠定

了基础[19-21] 。
差分采样方法在基于量子技术的交流电压测量中得

到了广泛应用。 该方法通过采样系统对被测正弦信号和

PJVS 产生的阶梯波信号的差值进行采样,测量幅值较小

的差值信号,结合采样结果和已知的量子电压台阶值,可
以重构被测的正弦信号,并通过离散傅里叶变换(discrete

 

Fourier
 

transform, DFT ) 计 算, 可 以 获 得 正 弦 信 号 的

幅值[22-24] 。
在正弦信号与阶梯波信号差分采样过程中,为消除

采样通道间的固有差异,需要进行通道换相测量,并将两

次结果取平均。 此外,为了降低系统随机噪声对测量精

度的影响,采用多次独立采样取平均的方法[25-28] 。 然而,
特定校准器的相位和频率锁定功能以及校准器实际振幅

的低频调制可能产生相位噪声,并且当采样时钟与交流

电压源时钟不完全一致时,频率差异会引入锁相不稳定

的问题,从而导致各周期初始相位不一致。 由于每次测

量信号的初始相位无法完全一致,导致将采样结果取平

均后进行幅值计算时存在幅值误差。 本文提出了一种基

于蒙特卡洛法的相位抖动引起的幅值误差定量评估方

法,并进一步进行理论推导,针对该误差提出了一种补偿

方法,推导出相应的补偿公式,并通过实验验证了该补偿

方法的可行性。

1　 基于蒙特卡洛法的幅值误差定量评估

　 　 当利用差分采样系统对商用交流电压源产生的正弦

信号与 PJVS 输出的阶梯波信号进行测量时,交流电压源

由于锁相不稳定,导致采样测得的正弦信号初始相位会

出现微小抖动,从而导致阶梯波信号不同周期的相同台

阶与正弦信号的交叉点位存在变化,如图 1 所示。 理想

状态下正弦信号交于台阶中点,当相位抖动存在时,交点

会向左右偏移。

图 1　 阶梯波信号与正弦信号交叉点位变化

Fig. 1　 Schematic
 

diagram
 

of
 

step
 

wave
 

and
 

sine
 

wave
 

crossing
 

point
 

change

在进行正弦信号与阶梯波信号的差分采样实验中,
会将多周期采样值进行平均,以减小随机噪声对实验的

影响。 为了研究上述交叉点位的变化对多周期正弦信号

平均后的幅值测量结果的影响,提出一种基于蒙特卡洛

的正弦信号初始相位抖动引入的幅值误差定量评估方

法,计算不同初始相位抖动范围下的幅值误差分布。
首先构建一个带有初始相位抖动的单位正弦信号:
x( t) = sin(2πf0 t + φ i) (1)

式中:
 

f0 为正弦信号频率; φ i 为随机抖动的初始相位,在
[0,

 

Δφ]均匀分布。 每周期采样点数 M 为 2
 

000,设定

Δφ 后,对正弦信号进行 500 次采样,获取 500 次随机相

位的正弦序列。 然后,对这 500 次序列取平均,得到平均

序列 􀭰x。 通过 DFT 计算平均序列 􀭰x 的幅值,并与理论幅

值进行比较,以获得幅值误差。 利用蒙特卡洛方法重复

上述实验步骤,通过 100
 

000 次仿真实验,获取在特定

Δφ 下幅值误差的分布结果。
当 Δφ 取值分别为 1 和 5

 

mrad 时,通过蒙特卡洛仿

真实验可以得到 100
 

000 次仿真的幅值误差分布(如图 2
所示)以及相关数据(如表 1 所示)。 其中 μ 为 100

 

000
次仿真的幅值误差均值,σ 为 100

 

000 次仿真的幅值误差

的标准差。
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图 2　 Δφ 不同取值幅值误差

Fig. 2　 Histogram
 

of
 

amplitude
 

error
 

at
 

different
 

values
 

of
 

Δφ

表 1　 不同 Δφ取值下幅值误差仿真结果

Table
 

1　 Simulation
 

results
 

of
 

amplitude
 

error
 

at
 

different
 

values
 

of
 

Δφ
 

Δφ / mrad μ / (V·V-1 ) σ / (V·V-1 )

1
 

-4. 1
 

×
 

10-8 3. 8
 

×
 

10-9

5 -1. 0
 

×
 

10-6 9. 4
 

×
 

10-8

　 　 进一步通过蒙特卡洛实验评估不同相位抖动范围的

Δφ 取值对幅值误差的影响,得到不同抖动范围大小对幅值

误差的影响曲线,如图 3 所示。 从图 3 可知,随着抖动范围

的增加,正弦信号幅值计算的误差也会相应增大。 当抖动范

围达到 5
 

mrad 时,平均幅值误差绝对值约为 1. 0×10-6
 

V/ V。
特别是在高频测量中,相位抖动对幅值的影响更加显著,
因此有必要建立模型来补偿这种抖动误差。

图 3　 不同抖动范围大小对幅值误差的影响

Fig. 3　 Influence
 

of
 

different
 

jitter
 

ranges
 

on
 

amplitude
 

errors

2　 相位抖动引入的幅值误差补偿

　 　 在实际采样数据处理过程中,多周期正弦信号初

始相位抖动可以等效视为单周期信号各采样点的抖

动,因此在基于蒙特卡洛法的幅值误差定量评估中,确
定好相位抖动范围 Δφ 后,对正弦信号采样 500 次,获
取 500 次随机初始相位的正弦序列,然后对 500 次序列

求平均获得平均序列 􀭰x, 该操作等同于在同一正弦信号

上,每个采样点在 T i 范围内 500 个随机值取平均,其中

T i 为 Δφ 所对应的时间范围,最终得到平均序列。 等效

示意图如图 4 所示,其中点划线为存在相位抖动的正

弦信号,实线为无相位抖动的理想正弦信号,虚线为相

位抖动正弦信号多周期平均后的信号, T i 为 Δφ 所对应

的时间范围, Ta 为 T i 范围的起始时间点。 由图 4 可

知,多周期平均后的正弦波幅值与理想正弦波幅值存

在误差。

图 4　 多次采样取平均等效

Fig. 4　 Multiple
 

sampling
 

average
 

equivalent
 

diagram

图 4 右图中理想采样点为 Ta +
1
2
T i,当存在抖动时,

抖动以理想采样点为中心,左右均匀分布在 T i 范围内。
此时,正弦信号与阶梯波信号交点抖动问题已经转换为

在同一正弦信号上,每个采样点在[Ta,Ta + T i] 范围内取

随机值做平均。 当平均的周期数足够多时,可以看作是

在 T i 范围内积分求有效值,正弦信号如下:
x( t) = Amsin(2πf0 t) (2)
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式中:Am 为正弦信号幅值;f0 为正弦信号频率。 理想无

相位抖动的采样点为:

x ideal = Amsin 2πf Ta +
T i

2( )( ) (3)

每个采样点位取平均值如下:

􀭰x = 1
T i

∫Ta+Ti

Ta

x( t)dt (4)

积分展开可以得到:

􀭰x =
Am

2πf0T i
[cos(2πf0Ta) - cos(2πf0Ta + 2πf0T i)]

(5)
通过变换最终可以得到:

􀭰x =
sin(πf0T i)

πf0T i

é

ë
êê

ù

û
úú Amsin 2πf Ta +

T i

2( )( ) (6)

最终,可以得到理想无相位抖动的采样点与存在相

位抖动多次采样后的平均值点之间的关系,并推导出连

续的修正系数 k:
x ideal = k􀭰x (7)

k =
sin(πf0T i)

πf0T i

é

ë
êê

ù

û
úú

-1

(8)

当正弦信号离散化时,理想的采样序列为:

x(n) = Amsin
2π
N
n( ) (9)

式中:n= 1,2,…,N。 假设实际采样相位在理想采样左右

范围内均匀间隔时,设定范围大小为 Δφ,采样 S 周期信

号取平均,可以得到离散的平均序列:

X = 1
S ∑

S-1

i = 0
Amsin

2π
N
n + Δφ

S - 1
i( ) (10)

通过变换可以得到:

X =
Am

S

sin
S
2

· Δφ
S - 1( )

sin
1
2

· Δφ
S - 1( )

sin
2π
N
n + Δφ

S - 1
· S

2( ) (11)

理想采样序列为:

X ideal = Amsin
2π
N
n + Δφ

S - 1
· S

2( ) (12)

可以确定理想采样序列与平均序列之间的关系,进
而得到离散的修正系数 K:

X ideal = KX (13)

K =
sin

S
2

· Δφ
S - 1( )

Ssin
1
2

· Δφ
S - 1( )

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

-1

(14)

式中:Δφ 为 T i 所对应的相位范围。 当平均周期 S 趋于

无穷时,离散修正系数 K 等同于连续修正系数 k。

3　 补偿结果仿真分析

　 　 为验证补偿公式的可行性,利用 MATLAB 进行仿真

实验,比较补偿前后的采样平均点变化。 首先构建理想

正弦信号,每个周期采样 2
 

000 个点。 然后,在该正弦信

号的初始相位上加入一个随机抖动, 其范围控制在

Δφ= 5
 

mrad 之内均匀分布,以模拟实际情况下相位无法

完全同步的影响。 该随机相位作为相位误差项加入信号

中,正弦信号公式为:

x(n) = sin
2π

2
 

000
n + φ i( ) (15)

式中: φ i 为初始相位的随机抖动,在 [ 0,
 

Δφ] 中随机

取值。
通过对 S= 500 组周期信号进行采样并求平均,可以

得到平均序列。 利用式(7)对该平均序列进行补偿。 为

了更明显地观察补偿前后点位的变化,在峰值处对比补

偿前后的平均点位置,如图 5 所示。

图 5　 补偿前后有效点位置

Fig. 5　 Effective
 

point
 

position
 

before
 

and
 

after
 

compensation

其中“ ×”表示 500 组正弦信号在该采样点位的采样

值,“⚪”表示补偿前的采样平均序列值,“ △”表示通过

式(7)进行补偿后的采样平均值。 理想值则代表无抖动

时的采样值。 由图 5 可以明显看出,补偿后的平均值更

接近理想值,验证了式(7)能够有效地补偿相位抖动所

引起的幅值误差,从而显著提高采样结果的准确性。
根据傅里叶变换的线性性质,通过式(7)可以得到:

V ideal =
sin(πf0T i)

πf0T i

é

ë
êê

ù

û
úú

-1

V (16)

式中:V ideal 为被测正弦信号理想幅值; V- 为采样结果平均

后计算得到的幅值。
重复采样存在抖动的正弦信号序列,每次采样 S 组

序列。 将这些序列平均后进行傅里叶分析,计算出相应

幅值。 通过重复 100
 

000 次实验,得到平均幅值与理想

幅值的误差记为 E,根据式(16)对计算后幅值进行补偿,
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补偿后的平均幅值与理想幅值误差记为 Esa。 当 S 组值

取不同值时,补偿前后幅值误差值如表 2 所示。 比较不

同 S 取值下补偿效果,可以明显发现,随着平均周期数的

增加,补偿后的平均幅值误差逐渐减小,补偿效果越

理想。

表 2　 抖动范围为 5
 

mrad 时,不同 S 组数补偿前后

平均幅值误差

Table
 

2　 When
 

the
 

jitter
 

range
 

is
 

5
 

mrad,
 

the
 

averaged
 

amplitude
 

error
 

before
 

and
 

after
 

compensation
 

for
 

different
 

groups

S 组 补偿前误差
 

E / (V·V-1 ) 补偿后误差
 

Esa / (V·V-1 )

10 -9. 3×10-7 1. 1×10-7

30 -1. 0×10-6 3. 5×10-8

50 -1. 0×10-6 2. 0×10-8

100 -1. 0×10-6 1. 1×10-8

300 -1. 0×10-6 3. 1×10-9

500 -1. 0×10-6 2. 0×10-9

　 　 为了减少初相位随机性对实验结果的影响,设置取

样序列的平均周期数 S 为 500 组。 通过重复该补偿实验

100
 

000 次,统计获得补偿前后的幅值误差构成的直方图

分布,如图 6 所示。
结合表 2 和图 6 可以看出,随着 S 的增大,补偿效

果得到了显著改善。 这表明该补偿方法能有效减小信

号的幅值误差,并将抖动引入的幅值误差控制在一个

非常小的范围内,这验证了所提出补偿方法的稳定性

和正确性。

图 6　 抖动范围为 5
 

mrad 时,100
 

000 次仿真实验补偿
前后幅值误差分布

Fig. 6　 Histogram
 

of
 

amplitude
 

error
 

distribution
 

before
 

and
 

after
 

compensation
 

for
 

100
 

000
 

simulation
 

experiments
 

with
 

a
 

jitter
 

range
 

of
 

5
 

mrad

4　 实验验证

　 　 为了通过实验分析初始相位抖动对幅值测量误差的

影响,并进一步验证所提出的幅值误差补偿方法的可靠

性,搭建基于 PJVS 的相位可控正弦信号测量系统,如

图 7 所示。 该系统与常规交流量子电压测量系统区别在

于可实现任意初始相位可控的正弦信号精密测量。 系统

时钟源提供频率参考与触发信号,该触发信号用于控制

输出被测正弦信号、PJVS 阶梯波信号以及触发采样测

量,实现被测正弦信号任意初始相位可控。 信号发生器

提供锁相信号,控制交流电压源同步输出被测正弦信号,
以及交流 PJVS 系统输出阶梯波信号。 差分模块实现正

弦信号与阶梯波信号差分输出,高精度采样模块采样测

量差分信号并传输至上位机进行处理计算。

图 7　 基于 PJVS 的初始相位可控正弦信号测量系统

Fig. 7　 Initial
 

phase
 

controlled
 

sinusoidal
 

signal
 

measurement
 

system
 

based
 

on
 

PJVS

　 　 基于 PJVS 的相位可控正弦信号测量系统实物如

图 8 所示,选用北斗高精度授时服务器作为系统时钟源,
为系统提供 10

 

MHz 参考频率与 1
 

PPS 脉冲信号;信号发

生器选用 Keysight
 

33500B 提供锁相信号;交流电压源选

用多功能高精度校准器 Fluke
 

5700A,输出被测正弦信

号;采样系统选用 NI 公司研制的双通道高精度采样板卡

PXI-5922,通过同轴线连接以减小外界环境的干扰。
实验通过 1

 

PPS 脉冲信号触发 Keysight
 

33500B 输
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图 8　 基于 PJVS 的初始相位可控正弦信号测量系统实物

Fig. 8　 Picture
 

of
 

initial
 

phase
 

controlled
 

sinusoidal
 

signal
 

measurement
 

system
 

based
 

on
 

PJVS

出可控初始相位的锁相信号,控制 Fluke
 

5700A 输出频

率为 400
 

Hz、有效值为 1
 

V 的被测正弦信号。 当被测

正弦信号输出稳定后,交流 PJVS 系统通过 PXIe-6672
时钟板 卡 接 收 1

 

PPS 脉 冲 信 号 触 发, 输 出 频 率 为

400
 

Hz、台阶数为 40 的逼近被测正弦信号的阶梯波信

号。 随后,由 1
 

PPS 脉冲信号触发 PXI-5922 采样差分

信号。 为了消除采样误差的影响,本文中控制差分信

号幅值低于 0. 1
 

V。 最后,由上位机根据交流 PJVS 系

统输出的标准阶梯波信号及差分信号重构被测正弦信

号,计算幅值与相位信息。
根据上述实验,控制输出初始相位为 0 的被测正弦

信号,由 PXI-5922 以 800
 

KS / s 采样率连续采样 500 周期

差分信号,评估实际相位抖动对幅值测量的影响。 通过

PJVS 输出的标准阶梯波信号重构被测正弦信号,计算

500 周期正弦信号初始相位抖动范围,对 500 周期信号

进行平均并计算幅值。 基于抖动范围计算补偿系数,结
合式(16)对平均后幅值进行补偿修正。 重复进行 5 次实

验,补偿前后幅值测量结果如表 3 所示。

表 3　 实际相位抖动引入的幅值误差补偿结果

Table
 

3　 Compensation
 

results
 

for
 

amplitude
 

errors
 

caused
 

by
 

actual
 

phase
 

jitter

相位抖动范围

/ mrad
补偿前幅值

/ V
补偿后幅值

/ V
补偿效果

/ (V·V-1 )

5. 6 1. 000
 

000
 

7 1. 000
 

002
 

0 1. 3×10-6

3. 8 1. 000
 

001
 

2 1. 000
 

001
 

8 0. 6×10-6

4. 6 1. 000
 

002
 

3 1. 000
 

003
 

2 0. 9×10-6

4. 5 1. 000
 

000
 

2 1. 000
 

001
 

1 0. 8×10-6

4. 4 1. 000
 

000
 

6 1. 000
 

001
 

4 0. 8×10-6

　 　 根据表 3 实验结果可知,本文系统控制 Keysight
 

33500B 锁相 Fluke
 

5
 

700A 输出 400
 

Hz 被测正弦信号时,
相位抖动范围在 5

 

mrad 左右。 结合仿真结果,抖动范围

5
 

mrad 引入的幅值误差约为 1×10-6
 

V / V,与表中所示的

补偿效果一致,因此通过本文提出的补偿方法可有效减

小该误差的影响。
为了进一步验证补偿方法的可靠性,控制被测正弦

信号初始相位抖动范围为 50
 

mrad,连续采样 500 周期被

测正弦信号,并按上述过程对被测信号进行处理,获得补

偿前后的幅值测量结果,如表 4 所示。

表 4　 抖动范围为 50
 

mrad 幅值误差补偿结果

Table
 

4　 The
 

compensation
 

results
 

of
 

the
 

amplitude
 

error
 

introduced
 

by
 

phase
 

jitter
 

of
 

50
 

mrad

补偿前幅值 / V 补偿后幅值 / V

0. 999
 

897
 

1 1. 000
 

002
 

7

　 　 本文选用的 Fluke
 

5700A 输出频率为 400
 

Hz,有效

值为 1
 

V 的正弦信号经校准后其实际输出幅值为

1. 000 005
 

V。 由表 4 实验数据可知,当抖动范围达到

50
 

mrad 时,引入的测量误差超过 1×10-4
 

V / V。 通过本

文提出的补偿方法进行补偿修正后,可将测量误差降至

不超过 3
 

μV / V。 表明本文提出的幅值误差补偿方法补

偿效果明显。

5　 结　 　 论

　 　 本文研究了在基于量子技术的交流电压测量中出现

的信号初始相位抖动引入的幅值误差问题,通过蒙特卡

洛实验定量评估了相位抖动对幅值测量的影响。 结果表

明,幅值误差受平均周期数的影响较小,而主要由抖动范

围决定,当抖动范围为 5
 

mrad 时引入的幅值误差为

10-6 量级。 进一步通过理论推导,提出了一种基于相位

抖动范围的幅值误差补偿方法。 该方法可有效补偿相位

抖动导致的信号幅值误差,并通过实验进行验证。 实验

结果表明,当抖动范围为 5
 

mrad 时,该补偿方法可将误

差降低 1×10-6
 

V / V,与仿真结果一致。 将抖动范围进一

步放大至 50
 

mrad,该补偿方法可将幅值误差由 1 × 10-4
 

V / V 降低至 10-6 量级,证明了补偿方法的可靠性。
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