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稳健的仿射投影符号自适应滤波算法

郭　莹，白艳梅
（沈阳工业大学信息科学与工程学院　 沈阳　１１０８７０）

摘　要：非高斯的冲击噪声在现实世界广泛存在，严重影响了基于ｌ２范数优化准则的自适应滤波算法的性能。在各类自适应滤波
算法中仿射投影符号算法（ＡＰＳＡ）结合了仿射投影算法（ＡＰＡ）良好的收敛特性和符号算法对非高斯冲击噪声干扰的抑制能力，因
而其在非高斯冲击噪声条件下具有良好的性能。但是该算法的步长选择是固定的，且未考虑系统稀疏特性，因而在参数选择和收

敛速度方面有一定的局限性。将变步长的方法和比例矩阵的思想融合到一起，引入步长函数，提出了一种稳健的仿射投影符号自

适应滤波算法—变步长的改进比例仿射投影符号算法（ＶＳＳＩＰＡＰＳＡ）。该算法不仅可以缓解收敛速度与稳态失调之间的矛盾，同
时也可以增加其对系统的不同稀疏特性和噪声特性的适应性。理论分析和仿真实验结果验证了其稳健性和有效性。
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１　引　　言

自适应滤波算法在很多领域都有广泛的应用，如声

学和网络回声消除、噪声抑制，信道估计等 ［１４］。文

献［５］提出的仿射投影算法（ａｆｆｉｎｅｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ，
ＡＰＡ）及其改进算法是一类重要的自适应滤波算法，该类

算法在输入信号相关性较高的情况下仍具有良好的收敛

性能。目前大多数算法是基于高斯噪声假设和ｌ２范数优
化准则的。然而，现实世界中广泛存在着各类非高斯的

冲击噪声，如图像中的椒盐噪声、电力开关中的脉动噪声

等，这些噪声的存在破坏了基于 ｌ２范数优化准则的自适
应滤波算法的性能。为了提高算法对非高斯噪声的抑制

性能，文献［６８］相继提出了一些代替基于 ｌ２范数优化
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准则的自适应滤波算法，如基于 ｌ１范数优化准则的仿射
投影符号算法（ａｆｆｉｎｅｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓｉｇｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＡＰＳＡ），该
算法在存在非高斯噪声干扰时具有良好的稳健性，但是

该算法的步长选择是固定的，因而在参数选择和收敛速

度方面有一定的局限性，因此，固定步长参数的选择势必

要在收敛性能、跟踪性能、稳态误差等之间做出妥协。针

对上述问题，文献［９］引入了变步长的概念，提出了基于
最小均方偏差（ｍｅａｎｓｑｕａｒｅｄｅｖｉａｔｉｏｎ，ＭＳＤ）准则的变步
长仿射投影符号算法（ｖａｒｉａｂｌｅｓｔｅｐｓｉｚｅＡＰＳＡ，ＶＳＳ
ＡＰＳＡ），该算法通过引入步长函数，采用随机逼近和移动
平均的方法得到算法收敛的最优步长，该算法很大程度

上减少了收敛速度与稳态失调之间的矛盾。

上述算法均并未考虑系统的稀疏特性［１０］（车载电

话、电话会议等系统中声环境的温度和压力的变化或者

电话持有者的位置变化会导致系统的稀疏性在一个较大

的范围内变化）。针对稀疏系统的典型算法之一是由

ＤｕｔｔｗｅｉｌｅｒＤ．Ｌ．［１１］提出的比例归一化最小均方算法
（ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｔｅｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｌｅａｓｔｍｅａｎｓｑｕａｒｅ，ＰＮＬＭＳ），此后
其他改进算法被相继提出，例如针对不同系统稀疏性均

适用的改进的比例归一化最小均方算法（ｉｍｐｒｏｖｅｄ
ＰＮＬＭＳ，ＩＰＮＬＭＳ）［１２］。

本文将ＩＰＮＬＭＳ中比例系数的思想应用于 ＡＰＳＡ，得
到了 改 进 的 比 例 仿 射 投 影 符 号 算 法 （ｉｍｐｒｏｖｅｄ
ｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｔｅＡＰＳＡ，ＩＰＡＰＳＡ），同时结合变步长的方法，提
出了一种变步长的改进比例仿射投影符号算法（ｖａｒｉａｂｌｅ
ｓｔｅｐｓｉｚｅＩＰＡＰＳＡ，ＶＳＳＩＰＡＰＳＡ），本算法一方面引入步长
函数，采用随机逼近和移动平均的方法得到算法收敛的

最优步长，另一方面结合比例矩阵的优势，使得算法对不

同系统稀疏性具有广泛的适用性，仿真结果和理论分析

表明所提出的算法在非高斯噪声和高斯噪声干扰下均具

有良好的收敛性能、稳态性能和跟踪性能。

２　传统算法分析

２．１　α稳定分布

α稳定分布作为非高斯冲击噪声模型既可以满足
随机噪声产生过程的合理假设又计算方便，从而可以当

作信号处理中噪声的理想模型来使用。α稳定分布有很
多种定义方式［１３］，本文主要介绍基于特征函数的定

义［１４］。

α稳定分布的概率密度函数并没有统一的闭合形
式，但它的特征函数具有统一的表达式，这是表示 α稳
定分布最简便的方法。若一个随机变量 Χ服从 α稳定
分布，那么其特征函数可以这样描述：

φ（ｔ）＝ｅｘｐ｛ｊδｔ－γ｜ｔ｜α［１＋ｊβｓｇｎ（ｔ）ｗ（ｔ，α）］｝
（１）

式中：－∞ ＜δ＜∞，γ＞０，０＜α≤２，－１≤β≤１。
４个参数δ、γ、α、β分别代表不同的物理意义，δ表示位置
参数，γ表示尺度参数，α表示特征值数，用来表征 α－
稳定分布概率密度函数拖尾的厚重程度（当 α＝２时为
高斯分布），β为对称参数（当β＝０时，稳定分布是关于
δ的对称分布，称为对称α稳定分布（ＳαＳ））。

所用的非高斯冲击噪声模型是用 α稳定分布来描
述，图１所示为标准ＳαＳ分布在不同特征指数 α下的概
率密度函数曲线图，图２所示为不同 α值的 ＳαＳ稳定噪
声。

图１　不同特征指数条件下的概率密度函数
Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎｓｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｉｎｄｅｘｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ
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图２　α稳定噪声分布
Ｆｉｇ．２　αｓｔａｂｌｅｎｏｉｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ

　　由图１和２可以看到，当α＝２时，ＳαＳ概率密度函
数曲线实质上为均值为零且方差为２的高斯分布，由此
可见，ＳαＳ概率密度函数曲线拥有许多的特征与高斯分
布相同，例如曲线光滑、单峰分布、关于中值对称、钟形等

特征。而与高斯分布不同之处在于ＳαＳ概率密度函数的
拖尾要比高斯分布的更厚重，且特征指数的值越小，其拖

尾越厚重，即大幅度样本发生的概率越大。因此，ＳαＳ分
布非常适合来描述那些类似于高斯分布，却具有很强冲

击性的非高斯分布。由于非高斯冲击噪声条件下的稳定

分布不存在二阶距，因此服从 ＳαＳ分布的随机变量的方
差也不存在，即该分布破坏了基于 ｌ２范数优化准则的自
适应滤波算法的性能。

２．２　ＡＰＳＡ

以系统辨识［４］为例来分析各类自适应滤波算法的性

能，图３所示为自适应滤波器系统辨识原理图。

图３　自适应滤波器系统辨识原理
Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｓｙｓｔｅｍｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｐｒｉｎｃｉｐｌｅｏｆ

ａｄａｐｔｉｖｅｆｉｌｔｅｒ

在图３中，Ｗ^（ｎ）＝［^ｗ０（ｎ），^ｗ１（ｎ），…，^ｗＬ－１（ｎ）］
Ｔ

表示所估计的自适应滤波器权系数向量，用于辨识未知

系统ｗ０，Ｌ是滤波器长度，ｎ是时间系数，输入信号向量
为ｘ（ｎ）＝［ｘ（ｎ），ｘ（ｎ－１），…，ｘ（ｎ－Ｌ＋１）］Ｔ则

未知系统的期望响应信号为：

ｄ（ｎ）＝ｘＴ（ｎ）ｗ０＋ｖ（ｎ） （２）
设先验输出误差向量和后验输出误差向量分别为：

ｅ（ｎ）＝ｄ（ｎ）－ｘＴ（ｎ）Ｗ^（ｎ） （３）
ｅｐ（ｎ）＝ｄ（ｎ）－ｘ

Ｔ（ｎ）Ｗ^（ｎ＋１） （４）
式中：ｄ（ｎ）＝［ｄ（ｎ），ｄ（ｎ－１），…，ｄ（ｎ－Ｍ＋１）］Ｔ是期

望输出信号向量，Ｍ为投影阶数，Ｘ（ｎ）是 ＡＰＡ滤波器
结构中包含 Ｍ维输入向量的输入矩阵，即 Ｘ（ｎ）＝
［ｘ（ｎ），ｘ（ｎ－１），…，ｘ（ｎ－Ｍ＋１）］Ｔ。

传统ＡＰＳＡ的滤波器系数更新公式可根据式（５）和
（６）推导：

ｍｉｎＷ^（ｎ＋１） ｄ（ｎ）－ＸＴ（ｎ）Ｗ^（ｎ＋１）１ （５）

Ｗ^（ｎ＋１）－Ｗ^（ｎ）２
２≤τ

２ （６）

式中：· １表示某矢量的ｌ１范数，τ
２是保证滤波器系数

在一次迭代中不会发生太大的变化的参数，一般 τ２取较
小值。利用拉格朗日乘数法，ＡＰＳＡ算法的权系数更新公
式为：

Ｗ^（ｎ＋１）＝

Ｗ^（ｎ）＋ μＸ（ｎ）ｓｉｇｎ（ｅ（ｎ））
ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））Ｘ槡

Ｔ（ｎ）Ｘ（ｎ）ｓｉｇｎ（ｅ（ｎ））
（７）

式中：μ为步长参数，式（７）中用先验误差向量 ｅ（ｎ）
代替后验误差向量 ｅｐ（ｎ）。这是由于 ｅｐ（ｎ）在实践
中无法获得，而先验误差向量 ｅ（ｎ）是对其较好的近
似。

由式（７）可见，ＡＰＳＡ利用输出误差向量 ｅ（ｎ）的符
号进行滤波器系数更新，因此，它可有效地抑制非高斯冲

激噪声干扰。此外，ＡＰＳＡ通过重复利用过去的输入向量
提高了算法在输入信号严重相关时的收敛性能。但是，

式（７）中固定步长 μ使得 ＡＰＳＡ算法不能同时满足高速
收敛与低稳态误差的性能需求，ＶＳＳＡＰＳＡ算法［９］可有效

改善这一缺陷。

２．３　ＶＳＳＡＰＳＡ

该算法的推导是基于最小 ＭＳＤ准则的。定义滤波
器系数误差向量珟ｗ（ｎ）＝ｗ０－ｗ^（ｎ），并将固定步长μ替
代为可变步长μ（ｎ）。据此，式（７）可改写为：

珟ｗ（ｎ＋１）＝

珟ｗ（ｎ）－ μ（ｎ）Ｘ（ｎ）ｓｉｇｎ（ｅ（ｎ））
ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））Ｘ槡

Ｔ（ｎ）Ｘ（ｎ）ｓｉｇｎ（ｅ（ｎ））
（８）

对式（８）两边取２范数平方的期望，并对所得等式关
于μ（ｎ）求导并令其为零，得：

μ（ｎ）＝

Ｅ ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））ＸＴ（ｎ）珟ｗ（ｎ）
ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））Ｘ槡

Ｔ（ｎ）Ｘ（ｎ）ｓｉｇｎ（ｅ（ｎ( )
））

（９）

式中：ＸＴ（ｎ）珟ｗ（ｎ）＝ｅ（ｎ）－ｖ（ｎ），式（９）可进一步变换
为：

μ（ｎ）＝

Ｅ
ｅ（ｎ）１

ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））Ｘ槡
Ｔ（ｎ）Ｘ（ｎ）ｓｉｇｎ（ｅ（ｎ( )

）
－

Ｅ ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））ｖ（ｎ）
ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））Ｘ槡

Ｔ（ｎ）Ｘ（ｎ）ｓｉｇｎ（ｅ（ｎ( )
）

（１０）
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该方法首先假定噪声向量与误差向量不相关即

Ｅ ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））ｖ（ｎ）
ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））Ｘ槡

Ｔ（ｎ）Ｘ（ｎ）ｓｉｇｎ（ｅ（ｎ( )
）
＝０，其次用

μ（ｎ）的时间平均替代统计平均，从而进一步得到最优步
长：

μ（ｎ）＝αμ（ｎ－１）＋（１－α）·

ｍｉｎ
ｅ（ｎ）１

ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））Ｘ槡
Ｔ（ｎ）Ｘ（ｎ）ｓｉｇｎ（ｅ（ｎ））

，μ（ｎ－１( )）
（１１）

式中：α（０≤α≤１）为平滑因子，最小函数ｍｉｎ（·）是
为保证算法在冲激噪声干扰下的稳定性，即保证步长在

迭代过程中一直减小。

由此得出变步长的仿射投影符号算法权系数的更新

表达式为：

Ｗ^（ｎ＋１）＝Ｗ^（ｎ）＋μ（ｎ）
Ｘ（ｎ）ｓｉｇｎ（ｅ（ｎ））

ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））Ｘ槡
Ｔ（ｎ）Ｘ（ｎ）ｓｉｇｎ（ｅ（ｎ））

（１２）

３　新算法的提出及分析

上述 ＶＳＳＡＰＳＡ算法虽然提高了 ＡＰＳＡ的收敛性能
与 稳 态 误 差 性 能， 但 其 对 噪 声 项

Ｅ ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））ｖ（ｎ）
ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））Ｘ槡

Ｔ（ｎ）Ｘ（ｎ）ｓｉｇｎ（ｅ（ｎ( )
））

进 行 了 删

除，导致其步长的计算并非最优的。同时，式（１１）中最
小函数ｍｉｎ（·）的应用使得算法在非稳定环境下性能严
重衰减。

引入步长函数，并将变步长的方法和比例矩阵的思

想融合到一起，提出了一种新的算法，即 ＶＳＳＩＰＡＰＳＡ算
法。该算法不仅降低了 ＩＰＡＰＳＡ算法在非稀疏系统下稳
态误差，而且在存在冲击噪声环境下稳健性和收敛速度

都要优于传统的仿射投影算法，之后的理论分析和仿真

结果验证了其有效性和稳健性。

３．１　本文算法中成比例思想的引入

将ＰＮＬＭＳ算法［１１］中的成比例的方法引入 ＡＰＳＡ算
法中，可得到ＰＡＰＳＡ算法［１５］的更新公式

Ｗ^（ｎ＋１）＝Ｗ^（ｎ）＋
μＧ（ｎ）Ｘ（ｎ）ｓｉｇｎ（ｅ（ｎ））

ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））Ｘ槡
Ｔ（ｎ）ＧＴ（ｎ）Ｇ（ｎ）Ｘ（ｎ）ｓｉｇｎ（ｅ（ｎ））

（１３）
式中：Ｌ×Ｌ对角矩阵 Ｇ（ｎ）表示成比例矩阵，ｇｉ（ｎ）表
示滤波器第ｉ个抽头参数在ｎ时刻的成比例比重。其对
角矩阵Ｇ（ｎ）的对角元素ｇｉ（ｎ）计算方法如下：
１）Ｇ（ｎ）＝ｄｉａｇ｛ｇ０（ｎ），…，ｇＬ－１（ｎ）｝

２）ｇｉ（ｎ）＝
φｉ（ｎ）

∑Ｌ　１

ｉ＝０
　φｉ（ｎ）

　　ｉ＝０，１，…，Ｌ－１

３）φｉ（ｎ）＝ｍａｘ（ｆ（ｎ）， ｗ^ｉ（ｎ））　
ｆ（ｎ）＝ρｍａｘ（δｐ， ｗ^（ｎ）∞

）

式中：参数δｐ是一个很小的正数，它在所有滤波器抽头权
值为零的时候启动更新；ρ和ｆ（ｎ）能够防止远小于最大
抽头的权值停止更新。

同理，将ＩＰＮＬＭＳ算法［１２］的思想应用于 ＡＰＳＡ算法
中，得到本文的ＩＰＡＰＳＡ算法，其与ＰＡＰＳＡ算法的权系数
更新公式相同，不同之处在于对角元素上。

ｇｉ（ｎ）＝
１　θ
２Ｌ ＋

（１＋θ）ｗｉ（ｎ）
２ｗ（ｎ）１＋ε

１＜θ＜１ （１４）
式中：θ是与系统稀疏度（稀疏度越大表示回声路径越稀
疏）有关的参数，ε是一个比较小的正数，以防止分母为０。
３．２　本文算法的最优步长推导及分析

３．２．１　最优步长推导
由于式（１０）中噪声项的删除，使得传统的滤波算法中

所得步长不是最优的，因此，为了得到最优步长，本文不作

噪声向量与误差向量相关性的假设，即不删除噪声项，采

用随机逼近的方法推导出步长，具体推导过程如下：

对式（８）两边取２范数平方的期望得：
Ｅ珟ｗ（ｎ＋１）２

２ ＝Ｅ珟ｗ（ｎ）
２
２－２μ（ｎ）·

Ｅ ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））ＸＴ（ｎ）珟ｗ（ｎ）
ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））Ｘ槡

Ｔ（ｎ）Ｘ（ｎ）ｓｉｇｎ（ｅ（ｎ( )
））
＋μ２（ｎ） ＝

Ｅ珟ｗ（ｎ）２
２＋ｆ（μ（ｎ）） （１５）

式中：ｆ（μ（ｎ））是关于步长的一个函数，且ＸＴ（ｎ）珟ｗ（ｎ）＝
ｅ（ｎ）－ｖ（ｎ）。为了使ＭＳＤ的值达到最小化，本文的改
进算法从ｎ到ｎ＋１的迭代过程中通过选择最优步长来
使步长函数最小化，即步长函数可写为：

ｆ（μ（ｎ））＝

２μ（ｎ）Ｅ
ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））（ｅ（ｎ）－ｖ（ｎ））

ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））Ｘ槡
Ｔ（ｎ）Ｘ（ｎ）ｓｉｇｎ（ｅ（ｎ( )

））
＋μ２（ｎ）＝

－２μ（ｎ）Ｅ
ｅ（ｎ）１－ｓｉｇｎ（ｅ

Ｔ（ｎ））ｖ（ｎ）

ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））Ｘ槡
Ｔ（ｎ）Ｘ（ｎ）ｓｉｇｎ（ｅ（ｎ( )

））
＋μ２（ｎ）

（１６）
当自适应滤波器收敛到最佳状态时，

Ｅ ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））ｖ（ｎ）
ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））Ｘ槡

Ｔ（ｎ）Ｘ（ｎ）ｓｉｇｎ（ｅ（ｎ( )
））
≈

Ｅ
ｖ（ｎ）１

ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））Ｘ槡
Ｔ（ｎ）Ｘ（ｎ）ｓｉｇｎ（ｅ（ｎ( )

））
（１７）

此时，ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））≈ ｓｉｇｎ（ｖ（ｎ）），且在稳定状态
时，

Ｅ（ＸＴ（ｎ）珟ｗ（ｎ）１）＜Ｅ（ｖ（ｎ）１） （１８）

由于准确地计算出 ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））ｖ（ｎ）的值比较困
难，所以不能直接获得 ｆ（μ（ｎ））。因此，本文根据
ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））ｖ（ｎ）的上限，运用随机逼近方法得到：
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ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））ｖ（ｎ）＝
ｓｉｇｎ（珟ｗＴ（ｎ）Ｘ（ｎ）＋ｖＴ（ｎ））ｖ（ｎ）≤ ｖ（ｎ）１ （１９）

但是，ｖ（ｎ）的绝对值不是精确的测量值，本文可以将
ｖ（ｎ）的绝对值近似为其期望值，ｖ（ｎ）有半正态分布的属

性，且 ｖ（ｎ）１ ＝∑
Ｍ

ｎ＝０
１ｖ（ｎ） ，即 ｖ（ｎ）１可改为：

ｖ（ｎ）１≈Ｅ（ｖ（ｎ）１）＝Ｅ（∑
Ｍ－１

ｎ＝０
ｖ（ｎ））＝Ｍ×

Ｅ（ｖ（ｎ））＝Ｍ×∫
Ｍ

０
ｖ １
σｖ ２槡π

ｅｖ
２／２σ２ｖｄｖ＝Ｍ× ２

槡πσｖ
（２０）

式中：Ｍ为投影阶数，σｖ为噪声信号ｖ（ｎ）的方差。
运用随机逼近的方法，步长函数的上限可以重写为：

ｆ（μ（ｎ））≤

２μ（ｎ）Ｅ
ｅ（ｎ）１－ ｖ（ｎ）１

ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））Ｘ槡
Ｔ（ｎ）Ｘ（ｎ）ｓｉｇｎ（ｅ（ｎ( )

））
＋μ２（ｎ）≈

２μ（ｎ）Ｅ ｅ（ｎ）１－Ｍ×
２
槡πσｖ

ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））Ｘ槡
Ｔ（ｎ）Ｘ（ｎ）ｓｉｇｎ（ｅ（ｎ







））
＋

μ２（ｎ）＝ｆμ（μ（ｎ）） （２１）
ｎ～ｎ＋１的迭代过程中，最小化步长函数ｆ（μ（ｎ））

大幅度降低了ＭＳＤ的值。因此，对式（２１）关于 μ（ｎ）求
偏导，且令求导结果为０，得到的步长为：

μ（ｎ）＝Ｅ ｅ（ｎ）１－Ｍ×
２
槡πσｖ

ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））Ｘ槡
Ｔ（ｎ）Ｘ（ｎ）ｓｉｇｎ（ｅ（ｎ







））

（２２）
３．２．２　最优步长分析

由于式（２２）的期望项的存在，要得到最优步长是非
常困难的，需要考虑以下两种情况。

定义：

β（ｎ）＝Ｅ ｅ（ｎ）１－Ｍ×
２
槡πσｖ

ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））Ｘ槡
Ｔ（ｎ）Ｘ（ｎ）ｓｉｇｎ（ｅ（ｎ



 ））

（２３）

１）当 ｅ（ｎ）１ ＞Ｍ×
２
槡πσｖ时，β（ｎ）＞０，此时

μ（ｎ）的值开始更新；

２）当 ｅ（ｎ）１≤ Ｍ×
２
槡πσｖ时，β（ｎ）≤０，此时

μ（ｎ）的值停止更新，且μ（ｎ）＝μ（ｎ－１）。
采用移动平均法来处理上式中的期望项。具体推导

如式（２４）所示。

　　μ（ｎ）＝ α， μ（ｎ－１）＋（１－α）ｍｉｎ（β（ｎ），μ（ｎ－１）），β（ｎ）＞０
｛μ（ｎ－１），{

其他
（２４）

式中：α（０≤α＜１）为平滑因子，本文平滑因子的值设

为α＝１－ＭｋＬ，ｋ为一个恒定的值（本文ｋ取４）。

因此，本文所提出的 ＶＳＳＩＰＡＰＳＡ算法的滤波器系
数更新公式为：

Ｗ^（ｎ＋１）＝Ｗ^（ｎ）＋
μ（ｎ）Ｇ（ｎ）Ｘ（ｎ）ｓｉｇｎ（ｅ（ｎ））

ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））Ｘ槡
Ｔ（ｎ）ＧＴ（ｎ）Ｇ（ｎ）Ｘ（ｎ）ｓｉｇｎ（ｅ（ｎ））

（２５）
３．３　算法总结

综上所述，所提出的 ＶＳＳＩＰＡＰＳＡ算法的具体流程
如下。

１）确定参数：θ＝－０．５，ε＝０．０１，α＝１－ＭｋＬ，ｋ＝

４，Ｍ ＝４，Ｌ＝１２０，Ｎｗ ＝８，Ｃ＝１．４８３（１＋
５

Ｎｗ－１
）。

２）对滤波器初始值及步长参数初始值的初始化：
ｗ^（０）＝０，μ（０）＝０．１。

３）运 算 过 程：对 角 元 素 为 ｇｉ（ｎ） ＝
１－θ
２Ｌ ＋

（１＋θ）Ｗｉ（ｎ）
２Ｗ（ｎ）１＋ε

，－１＜θ＜１；比例矩阵为 Ｇ（ｎ）＝

ｄｉａｇ｛ｇ０（ｎ），…，ｇＬ－１（ｎ）｝；
误差信号为ｅ（ｎ）＝ｄ（ｎ）－ＸＴ（ｎ）Ｗ^（ｎ）；最优步长

为β（ｎ）＝Ｅ ｅ（ｎ）１－Ｍ×
２
槡πσｖ

ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））Ｘ槡
Ｔ（ｎ）Ｘ（ｎ）ｓｉｇｎ（ｅ（ｎ







））
，

ｉｆ　β（ｎ）＞０，μ（ｎ）＝αμ（ｎ－１）＋（１－α）ｍｉｎ（β（ｎ），
μ（ｎ－１）），ｅｌｓｅμ（ｎ）＝μ（ｎ－１）；

权 系 数 更 新 为 Ｗ^（ｎ ＋ １） ＝ Ｗ^（ｎ） ＋

μ（ｎ）Ｇ（ｎ）Ｘ（ｎ）ｓｉｇｎ（ｅ（ｎ））
ｓｉｇｎ（ｅＴ（ｎ））Ｘ槡

Ｔ（ｎ）ＧＴ（ｎ）Ｇ（ｎ）Ｘ（ｎ）ｓｉｇｎ（ｅ（ｎ））
由于上述运算过程中需要估算噪声信号 ｖ（ｎ）的方

差σｖ，考虑到冲击噪声干扰对噪声方差估算方法的影

响，通过使用中值滤波器［１６］来提高输出噪声方差对冲击

噪声的稳健性。推导如下：

ｉｆｍｏｄ（ｎ，ＮＷ）＝０
ｒ^（ｎ）＝α^ｒ（ｎ－１）＋Ｃ（１－α）ｘ（ｎ）ｍｅｄｉａｎ［Ａｅ（ｎ）］

σ２ｘ（ｎ）＝ασ
２
ｘ（ｎ－１）＋（１－α）μ

２（ｎ）

σ２ｅ（ｎ）＝ασ
２
ｅ（ｎ－１）＋Ｃ（１－α）ｍｅｄｉａｎ［Ｂｅ（ｎ）］

σ２ｖ（ｎ）＝σ
２
ｅ（ｎ）－

ｒ^Ｔ（ｎ）^ｒ（ｎ）
σ^２ｘ（ｎ）

ｅｎｄ
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Ａｅ（ｎ）＝［ｅ（ｎ）ｅ（ｎ－１）．．．ｅ（ｎ－Ｎｗ＋１）］
Ｂｅ（ｎ）＝［ｅ

２（ｎ）ｅ２（ｎ－１）．．．ｅ２（ｎ－Ｎｗ＋１）］
式中：ｍｏｄ（ｎ，Ｎｗ）模表示整数 ｎ和 Ｎｗ之间的余数，ＮＷ

为估计窗的长度，Ｃ＝１．４８３１＋ ５
ＮＷ

( )　１
为有限样值校

正因子，为了减少所提出的输出噪声方差估计算法在每

ｎ次迭代时计算复杂性。

４　仿真实验

４．１　仿真条件

将算法应用到图３系统中，用 ＭＡＴＬＡＢ仿真。输入
的有色信号均由零均值高斯白噪声通过一阶 ＡＲ系统

Ｇ（Ｚ）＝ １
１－０．９Ｚ－１

产生，这里假设自适应滤波器的长度

和未知系统的长度相等，均为１２０。实验中变步长算法
的初始步长统一设置为μ（０）＝０．１，各个算法的投影阶
数Ｍ ＝４，且算法的比较都在公平原则下进行。每个仿
真均是 ２０次实验的平均结果。信道由式（２６）产
生［１７１８］：

ｈｋ ＝
１
ｋｅｘｐ

（ｋ－６）２[ ]２０
×ｓｉｎπ ｋ－１( )[ ]６

（２６）

式中：ｋ表示自适应滤波器的长度，ｋ取１２０。
图４（ａ）和（ｂ）分别为仿真中所用的稀疏信道和非稀

疏信道。

图４　仿真中用的信道
Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｃｈａｎｎｅｌｓｕｓｅｄｉｎｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ

４．２　性能指标及参数设置

实验是使算法在等效步长的条件下，以权误差向量

（ｗｅｉｇｈｔｅｒｒｏｒｖｅｃｔｏｒ，ＷＥＶＮ）和 归 一 化 均 方 偏 差
（ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄＭＳＤ，ＮＭＳＤ）的收敛曲线来评价算法的收敛
性能。

ＷＥＶＮ＝１０×ｌｏｇ１０
ｗ０－ｗ^（ｎ）
ｗ０

２
２

（２７）

ＷＥＶＮ的值愈小意味着自适应滤波器愈逼近未知系统。

ＮＭＳＤ＝１０×ｌｏｇ１０
Ｅ［（ＸＴ（ｎ）ｗ０）

２］

ｗＴ０ｗ
( )

０

（２８）

ＮＭＳＤ用于度量自适应滤波器与目标系统的逼近程
度。仿真中的参数是在等效步长［１９］的条件下设定的，如

表１所示。
表１　实验中的参数设置

Ｔａｂｌｅ１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｅｔｔｉｎｇｓｉｎｔｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ

算法 参数

ＡＰＡ μ１ ＝０．７，μ２ ＝０．５

ＡＰＳＡ μ１ ＝０．０７，μ２ ＝０．０３

ＶＳＳＡＰＳＡ μ（０）＝０．１α＝１－ＭｋＬｋ＝４

ＩＰＡＰＳＡ δ＝０μ＝０．５θ＝－０．５，ε＝０．０１，

ＶＳＳＩＰＡＰＳＡ

μ（０）＝０．１α＝１－ＭｋＬｋ＝４，Ｎｗ ＝８

θ＝－０．５，ε＝０．０１，

Ｃ＝１．４８３１＋ ５
ＮＷ

( )　１

４．３　仿真结果与分析

将需要仿真的算法应用到图３中的系统辨识系统
中，用ＭＡＴＬＡＢ进行仿真实验。
１）高斯噪声条件下各类算法在非稀疏系统中的性能

比较

图５所示为ＡＰＡ、ＡＰＳＡ、ＶＳＳＡＰＳＡ和本文改进的新
算法（ＶＳＳＩＰＡＰＳＡ）在高斯噪声条件下的 ＮＭＳＤ收敛曲
线，各算法参数设置如表１所示。

图５　高斯噪声条件下各类算法在非稀疏系统
下性能比较

Ｆｉｇ．５　Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｖａｒｉｏｕｓａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ
ｕｎｄｅｒＧａｕｓｓｉａｎｎｏｉｓｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎｎｏｎｓｐａｒｓｅｓｙｓｔｅｍ
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由图５可以看到，步长参数对 ＡＰＡ算法和 ＡＰＳＡ算
法收敛速度有明显的影响，ＶＳＳＡＰＳＡ算法利用变步长的
方法使得其在保证收敛速度加快的同时，稳态误差降低。

本文提出的ＶＳＳＩＰＡＰＳＡ算法结合了变步长方法和比例
矩阵的优势，既具有快的收敛速度又具有小的稳态误差。

２）非高斯噪声条件下各类算法在非稀疏系统中的性
能比较

图６所示为 ＡＰＡ、ＡＰＳＡ、ＶＳＳＡＰＳＡ、ＩＰＡＰＳＡ和本文
改进的新算法（ＶＳＳＩＰＡＰＳＡ）在非高斯噪声条件下的
ＮＭＳＤ收敛曲线，各算法参数设置如表１所示。

图６　非高斯噪声条件下各个算法在非稀疏系统
下性能比较

Ｆｉｇ．６　Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｖａｒｉｏｕｓａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ
ｕｎｄｅｒｎｏｎＧａｕｓｓｉａｎｎｏｉｓｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎｎｏｎｓｐａｒｓｅｓｙｓｔｅｍ

由图６可以看到，当干扰噪声为非高斯噪声时，ＡＰＡ
算法失效，ＡＰＳＡ算法的收敛速度变慢，ＶＳＳＡＰＳＡ算法
的收敛速度要优于ＡＰＳＡ算法，ＩＰＡＰＳＡ算法的稳健性和
收敛速度要优于 ＡＰＳＡ算法和 ＶＳＳＡＰＳＡ算法，但是
ＩＰＡＰＳＡ算法的稳态性能比ＡＰＳＡ和ＶＳＳＡＰＳＡ差。本文
提出的新的算法，即变步长ＩＰＡＰＳＡ算法（ＶＳＳＩＰＡＰＳＡ），
在保证其他性能优于传统算法的同时稳态性能得到了大

大的提高。

３）非高斯噪声条件下各类算法在稀疏系统中的性能
比较

图７所示为 ＡＰＳＡ、ＶＳＳＡＰＳＡ、ＩＰＡＰＳＡ和本文改进
的新算法（ＶＳＳＩＰＡＰＳＡ）在稀疏系统且存在非高斯噪声
条件下的ＮＭＳＤ收敛曲线。

图７　非高斯噪声条件下各个算法在稀疏系统
下性能比较

Ｆｉｇ．７　Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｖａｒｉｏｕｓａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ
ｕｎｄｅｒｎｏｎＧａｕｓｓｉａｎｎｏｉｓｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎｓｐａｒｓｅｓｙｓｔｅｍ

由图７可以看到，在稀疏系统下ＩＰＡＰＳＡ算法的性能
要优于 ＡＰＳＡ算法和其 ＶＳＳＡＰＳＡ算法，本文提出的
ＶＳＳＩＰＡＰＳＡ算法结合了变步长算法和比例矩阵对收敛
速度的优势，使其收敛速度、稳健性及稳态误差都要优于

传统的仿射投影算法。

４）非高斯噪声条件下各类算法的跟踪性能比较
图８（ａ）和（ｂ）为非高斯噪声条件下的 ＡＰＳＡ、ＶＳＳ

ＡＰＳＡ、ＩＰＡＰＳＡ和新算法（ＶＳＳＩＰＡＰＳＡ）分别在稀疏系统
与非稀疏系统下的跟踪性能比较图。当迭代次数 ｎ≤
３０００时，所使用的信道是稀疏度为０．８５３４９的稀疏信
道（见图４（ａ）），当迭代次数ｎ≥３０００时，所使用的信道
是稀疏度为０．３２８８３的非稀疏信道（见图４（ｂ））。

图８　非高斯噪声条件下各个算法在不同系统
下的跟踪性能

Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅｔｒａｃｋｉｎｇｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆｖａｒｉｏｕｓａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ
ｕｎｄｅｒｎｏｎＧａｕｓｓｉａｎｎｏｉｓｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｙｓｔｅｍｓ

由图８可以看到，本文改进的新算法（ＶＳＳＩＰＡＰＳＡ）
在系统突变时的跟踪性能稳定，且优于其他算法。

５）不同信噪比下，各类算法的权误差向量
在以上仿真实验中，测量噪声 ｖ（ｎ）加到输出信号

上，其信噪比为（ｓｉｇｎａｌｎｏｉｓｏｒａｔｉｏ，ＳＮＲ）２５ｄＢ。ＳＮＲ的
定义如下：

ＳＮＲ＝１０ｌｏｇ１０Ｅ［ｙ
２（ｎ）］

Ｅ［ｖ２（ｎ( )）］ 　ｙ（ｎ）＝ＸＴ（ｎ）ｗ０
（２９）

然而，不同的ＳＮＲ对自适应算法的影响也是不一样
的，表２为各类算法在不同信噪比下的权误差向量对比
表，其中，其他实验条件同实验３一致。
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表２　各类算法在不同信噪比下的ＷＥＶＮ
Ｔａｂｌｅ２　ＴｈｅＷＥＶＮｏｆｖａｒｉｏｕｓａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｕｎｄｅｒ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔＳＮＲｓ
（ｄＢ）

算法
ＳＮＲ／ｄＢ

１５ ２０ ２５ ３０

ＡＰＳＡ １６．５ ２２ ３０ ３２

ＶＳＳＡＰＳＡ １９ ２５ ３１ ３４

ＩＰＡＰＳＡ １３．５ １９ ２５ ２７

ＶＳＳＩＰＡＰＳＡ ２５ ３０ ３５ ３６

由表２可得，通过对比，发现本文改进的新算法
（ＶＳＳＩＰＡＰＳＡ）在不同信噪比条件下的稳态性能要优于
同一条件下的其他算法。

６）各算法计算复杂度对比
各算法的计算复杂度对比如表３所示（Ｍ为投影阶

数，Ｌ为滤波器的长度，ＮＷ为估计窗口的长度）。

表３　各类算法计算复杂度
Ｔａｂｌｅ３　Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｏｆｖａｒｉｏｕｓａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

算法 加法 乘法 除法 比较

ＡＰＳＡ ＭＬ ２Ｌ １ ０

ＶＳＳＡＰＳＡ ＭＬ＋１ ２（Ｌ＋１） ２ Ｌ

ＩＰＡＰＳＡ （Ｍ＋２）Ｌ ５Ｌ ２ ０

ＶＳＳＩＰＡＰＳＡ （Ｍ＋２）Ｌ＋１ ５Ｌ＋２ ２ Ｌ＋（２ＮＷ ＋１）

由表３可得本文改进的新算法（ＶＳＳＩＰＡＰＳＡ）虽然
计算复杂度略微高于传统的算法，但是从图５～８中可以
看出，其收敛速度、稳态性能、稳健性及在不同系统下的

跟踪性能都要优于传统的算法。

４．４　算法在回声消除中的应用

将ＶＳＳＩＰＡＰＳＡ算法应用到如图９所示的自适应回
声消除系统中，与现有的 ＡＰＳＡ、ＶＳＳ－ＡＰＳＡ及 ＩＰＡＰＳＡ
算法进行比较。以图１０所示的真实语音信号作为输入
信号，其采样频率为８ｋＨｚ，样本长度为４０００００。采用文
献［１０］中的实测室内信道来进行回声消除仿真实验，在
非高斯噪声条件下，比较各个算法的收敛性能，仿真中的

参数是在等效步长［１９］的条件下设定的，如表１所示，实
验结果如图１１所示，其中实验条件同图８一致。

图９中，ｘ（ｎ）是远端信号，即近端扬声器的输入信
号，ｖ（ｎ）是近端的背景噪声信号，Ｗ^（ｎ）＝［^ｗ０（ｎ），
ｗ^１（ｎ），…，^ｗＬ－１（ｎ）］

Ｔ用于建模未知的回声信道ｗ，当远
端语音信号通过ｗ时，会产生回声信号ｙ（ｎ），ｄ（ｎ）为自
适应滤波器的期望信号。当自适应滤波算法收敛后，自

适应滤波器的输出 ｙ^（ｎ）即为回声信号 ｙ（ｎ）的一个复

图９　自适应回声消除系统
Ｆｉｇ．９　Ａｄａｐｔｉｖｅａｃｏｕｓｔｉｃｅｃｈｏｃａｎｃｅｌｌａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍ

图１０　语音信号
Ｆｉｇ．１０　Ｓｐｅｅｃｈｓｉｇｎａｌ

图１１　各算法在语音输入的非高斯噪声条件
下收敛性能

Ｆｉｇ．１１　Ｔｈｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆｖａｒｉｏｕｓ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｕｎｄｅｒｔｈｅｎｏｎＧａｕｓｓｉａｎｎｏｉｓｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆ

ｓｐｅｅｃｈｉｎｐｕｔ

制，将其从期望信号中减去即可实现回声消除。

由图１１可以看到，输入信号为语音信号时，各算法
的收敛性能真实地体现了各算法在回声消除中的应用效
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果。以上仿真结果验证了 ＶＳＳＩＰＡＰＳＡ的稳健性，并且
相比于 ＩＰＡＰＳＡ、ＶＳＳＡＰＳＡ和 ＡＰＳＡ算法，本文提出的
ＶＳＳＩＰＡＰＳＡ具有明显的有效性。

５　结　　论

基于ｌ１范数的改进的变步长比例仿射投影符号自适
应滤波算法（ＶＳＳＩＰＡＰＳＡ）是针对非高斯噪声干扰对自
适应滤波算法性能的影响和系统的不同稀疏性所提出

的。具体地，主要进行了４个方面的工作：１）引入步长
函数的概念，采用随机逼近的方法推导得最优步长；２）在
实际情况分析过程中，采用移动平均法处理期望项，得出

准确的步长；３）将比例矩阵的思想引入传统的仿射投影
算法中，提高算法在不同稀疏系统中的适用性，同时利用

符号算法对非高斯噪声干扰的抑制能力；４）将所提出的
新算法（ＶＳＳＩＰＡＰＳＡ）分别应用到系统辨识和回声消除
领域中。实验结果和理论分析表明，本文算法对不同稀

疏特性的系统具有更好的适应性，且对非高斯噪声的抑

制能力、收敛速度、稳态性能、系统发生突变时的跟踪性

能均优于其他的自适应滤波算法。在系统辨识和回声消

除领域，本文算法也具有良好的稳健性和有效性。
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