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摘　 要：针对机器人标定高度依赖于构型的问题，考虑到机器人末端不同位置矢量间的距离、夹角以及在空间上形成的三角形

面积对矢量近似度的关联，引入机器人位姿及位姿误差矢量近似度的概念及度量方法，制定基于近似度的判别规则及使用条

件，对目标位姿邻域内的数据库样本进行筛选。 在此基础上，提出一种基于近似度加权平均插值的机器人精度补偿方法，利用

工作空间中筛选出的采样点位姿及误差数据，对目标点的位姿误差进行插值预测。 实例结果表明，该方法能有效提高机器人位

姿误差补偿的空间适应性，满足高端领域要求。
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０　 引　 　 言

机器人的定位精度是考量其性能的重要指标。 受

多重因素共同作用，其定位误差包括几何及动力学参

数偏差导致的位姿系统误差，以及外界温变、随机载荷

扰动、构件变形和运动副误差等引发的位姿随机误

差［１］ 。 机器人绝对定位精度（多达几毫米）低于重复定

位精度，远无法满足高端制造机器人柔性自动化生产、

飞机装配等高端装备制造业提出的超精密高可靠性

要求［２］ 。
提高机器人设计、加工、装配与控制系统的精度或

进行机器人标定两类方法，都常用来提高绝对定位精

度［３］ 。 前类方法对材料、加工设备与方法要求通常较

高，导致生产成本激增，加上实际使用中结构磨损无法

避免，长时间运行后机器人的绝对定位精度仍然无法

保证。 有关机器人的标定，国内外学者做了大量研究

工作［４⁃５］ 。 标定的方法大致分为两类：基于运动学模型
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和无运动学模型的标定方法。 基于模型的方法因操作

性强，应用较为普遍，相关研究主要集中于测量仪器的

应用与创新［６］ 、标定测量方法的改进［７］ 及辨识参数的

解算［８］等。 Ｂｅｓｎａｒｄ 等［９］ 提出了一种利用双倾角仪标

定六自由度机器人的方法进行参数辨识。 Ｔｒａｓｌｏｓｈｅｒｏｓ
等［１０］利用视觉系统对 Ｄｅｌｔａ 机器人标定测量方法进行

研究。 毕德学等［１１］ 利用三坐标测量仪，基于一种由夹

具、卡具、执行工具、视觉系统等组成的手爪标定模型

实现标定。 Ｎｏｔａｓｈ 等［１２］研究了考虑误差敏感度加权的

并联机构参数辨识算法。
然而基于运动学模型的标定技术需要建立误差

参数与机构末端误差的泛函，但因机器人系统的高维

度、非线性、时变及强耦合特性，其误差源繁多且难以

辨识，有时研究中还会忽略一些次要误差因素，致使

构建的误差模型精度不足 ［１３］ 。 且因没有考虑误差因

素在不同工作空间域对位姿的作用机理及影响程度

的差异，模型应用的空间适应性差，无法实现在整个

工作空间均达到同样效果的高精度误差补偿，易导致

某些位姿误差补偿的不足或过补偿发生。 加上模型

建立和参数辨识求解过程繁杂，无模型标定则显得更

为通用 ［１４］ 。
无模型标定技术类似基于映射变换的黑箱映射方

法，只关注于机器人位姿输入与误差输出之间关联关系

映射。 李洪超等［１５］针对平面关节型机器人（ＳＣＡＲＡ），通
过运动学正逆解解出实际位姿与理论位姿之间驱动输入

的差值，补偿理论输入，获得补偿后的动平台位姿，提高

了定位精度。 该类技术属于位形空间补偿，无需辨识机

构的误差参数，原理简单易用。 专利［１６］采用空间网格

划分的方法，提出以空间插值算法进行补偿。 但存在以

下不足：１）将工作空间划分为一系列的立方体网格的操

作较为苛刻，要求网格必须有 ８ 个顶点且边长合理；２）矢
量近似度指标仅考虑了距离，补偿精度受限；３）没有考虑

姿态误差补偿。
本文在前人研究的基础上，参考距离加权反比插值

法的原理，考虑到不同位置矢量间存在矢量夹角的正弦

和矢量之差的比值近似度差异，以及两矢量形成的三角

形面积近似度差异，且两近似度将以不同的影响系数共

同作用于位姿误差，提出了一种新的基于近似度加权平

均插值法的工业机器人精度补偿方法，可针对任意一目

标点，基于近似度的判别规则以及相似相近矢量插值方

法的使用条件筛选样本数据库中的样本点，利用选取的

样本点数据对目标点的位姿误差进行插值预测。 实例研

究表明，本文方法可显著提高机器人的绝对定位精度，有
效避免传统标定方法无法实现在整个工作空间都达到同

样效果的高精度补偿缺陷，适用于对机器人精度要求高

的领域。

１　 机器人连杆参数

德国 ＫＵＫＡ 公司生产的 ＫＲ１５０⁃ ２ 机器人属于典型的

六自由度转动关节开链式系统。 其外形与连杆坐标系如

图 １ 所示，连杆理论参数如表 １ 所示。 图 １ 及表 １ 中的 ａｉ、
αｉ 分别是第 ｉ关节的连杆长度及连杆扭角；θｉ、ｄｉ 分别是第 ｉ
关节的转角及偏置值；扭角 βｉ 是考虑相邻两轴间的不平行

关系，需增加第 ｉ 关节绕连杆坐标系 ｙｉ 轴的转动项。

图 １　 德国 ＫＵＫＡ ＫＲ１５０⁃２ 机器人外形及其连杆坐标系

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ａｐｐｅａｒａｎｃｅ ａｎｄ ｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇ ｒｏｄ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ
ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ＫＵＫＡ ＫＲ１５０⁃２ ｒｏｂｏｔ ｆｒｏｍ Ｇｅｒｍａｎ

表 １　 连杆理论参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇ ｒｏｄ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

序号
连杆长度

ａ ／ ｍｍ
偏置值

ｄ ／ ｍｍ
连杆扭角

α ／ （ °）
转角 θ
／ （ °）

扭角 β
／ （ °）

１ ３５０ ７５０ －９０ θ１ ０

２ １ ２５０ ０ ０ θ２ β２

３ ５５ ０ ９０ θ３ ０

４ ０ １ １００ －９０ θ４ ０

５ ０ ０ ９０ θ５ ０

６ ０ ２３０ ０ θ６ ０

２　 机器人运动学模型

采用 Ｖｅｉｔｓｃｈｅｇｇｅｒ 等［１７］ 提出的 ＭＤ⁃Ｈ 模型对 ＫＵＫＡ
ＫＲ１５０⁃２ 机器人进行建模，以规避参数辨识解算的奇异

性。 齐次变换矩阵 Ａ ｉ 常用以具体描述模型中相邻两连

杆坐标系 ｉ － １ 与 ｉ 间的相对关系。
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Ａ ｉ ＝ Ｒｏｔ（ ｚ，θ ｉ）Ｔｒａｎｓ（０，０，ｄ ｉ）Ｔｒａｎｓ（ａ ｉ，０，０）Ｒｏｔ（ｘ， α ｉ）Ｒｏｔ（ｙ，β ｉ） ＝

ｃｏｓθ ｉｃｏｓβ ｉ － ｓｉｎθ ｉｓｉｎα ｉｓｉｎβ ｉ － ｓｉｎθ ｉｃｏｓα ｉ ｃｏｓθ ｉｓｉｎβ ｉ ＋ ｓｉｎθ ｉｓｉｎα ｉｃｏｓβ ｉ ａ ｉｃｏｓθ ｉ

ｓｉｎθ ｉｃｏｓβ ｉ ＋ ｃｏｓθ ｉｓｉｎα ｉｓｉｎβ ｉ ｃｏｓθ ｉｃｏｓα ｉ ｓｉｎθ ｉｓｉｎβ ｉ － ｃｏｓθ ｉｓｉｎα ｉｃｏｓβ ｉ ａ ｉｓｉｎθ ｉ

－ ｃｏｓα ｉｓｉｎβ ｉ ｓｉｎα ｉ ｃｏｓα ｉｃｏｓβ ｉ ｄ ｉ

０ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

（１）

式中：ａ ｉ、α ｉ、θ ｉ 及 ｄ ｉ 的含义同前。 若相邻两关节平行，
ｄ ｉ ＝ ０；不平行时，β ｉ ＝ ０。

对于 ｎ 自由度的机器人，从基座开始，相邻坐标系间

的齐次变换矩阵依次为 Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ，则从工具坐标系

到基坐标系的总变换矩阵 Ｔｎ 为：

Ｔｎ ＝ Ａ１Ａ２…Ａｎ ＝ ∏
ｎ

ｉ ＝ １
Ａ ｉ （２）

借助矢量 ｎ ｉ、ｏ ｉ、ａ ｉ、Ｐ ｉ， 式（１）也可描述为：

Ａ ｉ ＝
ｎ ｉ ｏ ｉ ａ ｉ Ｐ ｉ

０ ０ ０ １
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （３）

式中： ｎ ｉ、ｏ ｉ、ａ ｉ 为３个旋转矢量；Ｐ ｉ 为平移矢量，矢量的维

度均为 ３ × １。

３　 机器人位姿误差模型

根据式（１）， Ａ ｉ 与连杆参数 ａ ｉ、α ｉ、ｄ ｉ、θ ｉ、β ｉ 直接关

联。 连杆参数真实值与公称值间的误差用 Δａ ｉ、Δα ｉ、
Δｄ ｉ、Δθ ｉ、Δβ ｉ 表示。 假设连杆参数连续可导，对式（１） 的

５ 参数求全微分，即可求得变换误差 ｄＡ ｉ

ｄＡ ｉ ＝
∂Ａ ｉ

∂ａ ｉ
Δａ ｉ ＋

∂Ａ ｉ

∂α ｉ
Δα ｉ ＋

∂Ａ ｉ

∂ｄ ｉ
Δｄ ｉ ＋

∂Ａ ｉ

∂θ ｉ
Δθ ｉ ＋

∂Ａ ｉ

∂β ｉ
Δβ ｉ

（４）
由式（１）可以得到：
∂Ａ ｉ

∂θ ｉ

＝ Ａ ｉＱθ （５）

　 　 式（５）中：
Ｑθ ＝
０ － ｃｏｓα ｉｃｏｓβ ｉ ｓｉｎα ｉ ａｉｓｉｎα ｉｓｉｎβ ｉ

ｃｏｓα ｉｃｏｓβ ｉ ０ ｃｏｓα ｉｓｉｎβ ｉ ａｉｃｏｓα ｉ

－ ｓｉｎα ｉ － ｃｏｓα ｉｓｉｎβ ｉ ０ － ａｉｓｉｎα ｉｃｏｓβ ｉ

０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

（６）
同理有：

∂Ａ ｉ

∂ｄ ｉ

＝ Ａ ｉＱｄ （７）

∂Ａ ｉ

∂ａ ｉ

＝ Ａ ｉＱａ （８）

∂Ａ ｉ

∂α ｉ

＝ Ａ ｉＱα （９）

∂Ａ ｉ

∂β ｉ

＝ Ａ ｉＱβ （１０）

式（７） ～式（１０）中：

Ｑα ＝

０ － ｓｉｎβ ｉ ０ ０
ｓｉｎβ ｉ ０ － ｃｏｓβ ｉ ０
０ ｃｏｓβ ｉ ０ ０
０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

（１１）

Ｑβ ＝

０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０
－ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

（１２）

Ｑａ ＝

０ ０ ０ ｃｏｓβ ｉ

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ｓｉｎβ ｉ

０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

（１３）

Ｑｄ ＝

０ ０ ０ － ｃｏｓα ｉｓｉｎβ ｉ

０ ０ ０ ｓｉｎα ｉ

０ ０ ０ ｃｏｓα ｉｃｏｓβ ｉ

０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

（１４）

由此可分别得出 Ａ ｉ 的变换误差矩阵 ｄＡ ｉ 及微分变换

矩阵 δＡ ｉ。
ｄＡ ｉ ＝Ａ ｉ（ＱａΔａ ｉ ＋ ＱαΔα ｉ ＋ ＱｄΔｄｉ ＋ＱθΔθ ｉ ＋ＱβΔβ ｉ）＝

Ａ ｉ（δＡ ｉ） （１５）
δＡ ｉ ＝ ＱａΔａ ｉ ＋ ＱαΔα ｉ ＋ ＱｄΔｄ ｉ ＋ ＱθΔθ ｉ ＋ ＱβΔβ ｉ

（１６）
将式（６）、（１１） ～ （１４）代入式（１６）中可得：

δＡｉ ＝

０ － ｓｉｎβｉΔαｉ － ｃｏｓαｉｃｏｓβｉΔθｉ Δβｉ ＋ ｓｉｎαｉΔθｉ ｃｏｓαｉΔαｉ － ｃｏｓβｉｓｉｎβｉΔｄｉ ＋ａｉｓｉｎαｉｓｉｎβｉΔθｉ
ｓｉｎβｉΔαｉ ＋ ｃｏｓαｉｃｏｓβｉΔθｉ ０ ｃｏｓαｉｓｉｎβｉΔθｉ － ｃｏｓβｉΔαｉ ｓｉｎαｉΔｄｉ ＋ａｉｃｏｓαｉΔθｉ

－Δβｉ － ｓｉｎαｉΔθｉ ｃｏｓβｉΔαｉ － ｃｏｓαｉｓｉｎβｉΔθｉ ０ ｓｉｎβｉΔａｉ ＋ ｃｏｓαｉｃｏｓβｉΔｄｉ －ａｉｓｉｎαｉｃｏｓβｉΔθｉ
０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝
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０ － δｚＡｉ δｙＡ
ｉ ｄｘＡ

ｉ

δｚＡｉ ０ － δｘＡ
ｉ ｄｙＡ

ｉ

－ δｙＡ
ｉ δｘＡ

ｉ ０ ｄｚＡｉ
０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

（１７）

式中： ｄｘＡ
ｉ 、ｄｙ

Ａ
ｉ 、ｄｚ

Ａ
ｉ 、δｘ

Ａ
ｉ 、δｙ

Ａ
ｉ 、δｚ

Ａ
ｉ 分别为相对连杆坐标系

三轴的微分平移及旋转分量。
令相对连杆坐标系三轴方向的位置偏差矢量 ｄＡ

ｉ 为：

ｄＡ
ｉ ＝

ｄｘＡｉ
ｄｙＡｉ
ｄｚＡｉ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝
ｃｏｓβ ｉΔａｉ － ｃｏｓαｉｓｉｎβ ｉΔｄｉ ＋ ａｉｓｉｎαｉｓｉｎβ ｉΔθ ｉ

　 　 　 　 ｓｉｎαｉΔｄｉ ＋ ａｉｃｏｓαｉΔθ ｉ

ｓｉｎβ ｉΔａｉ ＋ ｃｏｓαｉｃｏｓβ ｉΔｄｉ － ａｉｓｉｎαｉｃｏｓβ ｉΔθ ｉ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

（１８）
令相对连杆坐标系三轴的旋转偏差矢量 δ Ａ

ｉ 为：

δ Ａ
ｉ ＝

δｘＡ
ｉ

δｙＡ
ｉ

δｚＡｉ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

＝
ｃｏｓβ ｉΔα ｉ － ｃｏｓα ｉｓｉｎβ ｉΔθ ｉ

Δβ ｉ ＋ ｓｉｎα ｉΔθ ｉ

ｓｉｎβ ｉΔα ｉ ＋ ｃｏｓα ｉｃｏｓβ ｉΔθ ｉ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

（１９）

若关节间均存在微分摄动齐次变换，由式（２）可得：
Ｔｎ ＋ ｄＴｎ ＝ （Ａ１ ＋ ｄＡ１）（Ａ２ ＋ ｄＡ２）…（Ａｎ ＋ ｄＡｎ） ＝

∏
ｎ

ｉ ＝ １
（Ａ ｉ ＋ ｄＡ ｉ） （２０）

式中：ｄＴｎ 为末端工具坐标系与基坐标系的相对微分变化。
忽略高阶项，式（２０）可化简为：

ｄＴｎ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
［（Ａ１Ａ２…Ａ ｉ）（δＡ ｉ）（Ａ ｉ ＋１…Ａｎ）］ ＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
［（Ｔｎ） （Ａ ｉ ＋１…Ａｎ）

－１（δＡ ｉ）（Ａ ｉ ＋１…Ａｎ）］ （２１）

定义 Ｕｉ ＝ Ａ ｉＡ ｉ ＋１…Ａｎ， 则式（２１）可以变化为：

ｄＴｎ ＝ Ｔｎ∑
ｎ

ｉ ＝ １
［（Ｕｉ＋１）

－１（δＡｉ）（Ｕｉ＋１）］ ＝ Ｔｎ（δＴｎ） （２２）

式（２２） 中，δＴｎ 为 Ｔｎ 的误差矩阵，可表示为：

δＴｎ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
［（Ｕｉ ＋１）

－１（δＡ ｉ）（Ｕｉ ＋１）］ ＝

０ － δｚｎ δｙｎ ｄｘｎ

δｚｎ ０ － δｘｎ ｄｙｎ

－ δｙｎ δｘｎ ０ ｄｚｎ

０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

（２３）

式中： ｄｘｎ、ｄｙｎ、ｄｚｎ、δｘｎ、δｙｎ、δｚｎ 分别为相对工具坐标三

轴的微分平移分量及旋转分量。
进一步整理，用 ｄＡ

ｉ 和 δ Ａ
ｉ 来获得相对于工具坐标系描

述的位置误差矢量 ｄｎ 和旋转误差矢量 δ ｎ。

ｄｎ ＝
ｄｘｎ

ｄｙｎ

ｄｚｎ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
［ｎｕ

ｉ＋１·ｄＡ
ｉ ＋ （ｐｕ

ｉ＋１ × ｎｕ
ｉ＋１）·δ Ａ

ｉ ］

∑
ｎ

ｉ ＝ １
［ｏｕ

ｉ＋１·ｄＡ
ｉ ＋ （ｐｕ

ｉ＋１ × ｏｕ
ｉ＋１）·δ Ａ

ｉ ］

∑
ｎ

ｉ ＝ １
［ａｕ

ｉ＋１·ｄＡ
ｉ ＋ （ｐｕ

ｉ＋１ × ａｕ
ｉ＋１）·δ Ａ

ｉ ］

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

（２４）

δ ｎ ＝
δｘｎ

δｙｎ

δｚｎ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
［ｎｕ

ｉ＋１·δ Ａ
ｉ ］

∑
ｎ

ｉ ＝ １
［ｏｕ

ｉ＋１·δ Ａ
ｉ ］

∑
ｎ

ｉ ＝ １
［ａｕ

ｉ＋１·δ Ａ
ｉ ］

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

（２５）

式中： ｎｕ
ｉ ＋１、ｏ

ｕ
ｉ ＋１、ａ

ｕ
ｉ ＋１ 为Ｕｉ ＋１ 的３个３ × １姿态矢量。 ｐｕ

ｉ ＋１ 为

Ｕｉ ＋１ 的 ３ 个 ３ × １ 位置矢量。
经过进一步整理，相对工具坐标系的位置偏差及旋

转偏差 Ｄｎ 为：

Ｄｎ ＝
ｄｎ

δ ｎ
é

ë
êê

ù

û
úú ＝

Ｍθ

Ｒθ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Δθ ＋

Ｍｄ

０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Δｄ ＋

Ｍａ

０
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Δａ ＋

Ｍα

Ｒα

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Δα ＋

Ｍβ

Ｒβ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú Δβ （２６）

式中： Ｍθ、Ｍｄ、Ｍａ、Ｍα、Ｍβ 为各对应连杆参数的平移系

数 矩 阵；Ｒθ、Ｒα、Ｒβ 为 旋 转 系 数 矩 阵；Δθ ＝
（Δθ １Δθ ２…Δθ ｎ）

Ｔ；Δｄ ＝ （Δｄ１Δｄ２…Δｄｎ）
Ｔ；Δａ ＝ （Δａ１

Δａ２…Δａｎ）
Ｔ；Δα ＝ （Δα １Δα ２…Δα ｎ）

Ｔ。
由上述推导可知，矩阵Ｍθ、Ｍｄ、Ｍａ、Ｍα、Ｍβ 以及Ｒθ、

Ｒα、Ｒβ 的各元素取决于连杆参数值。 由式（２２） 可知，随
着机器人所处位置的改变，ｄＴｎ 因为对应着不同的 Ｍθ、
Ｍｄ、Ｍａ、Ｍα、Ｍβ、Ｒθ、Ｒα、Ｒβ 和 Ｔｎ 矩阵也随之变化。

由此可求得 ｄｎ 和 δ ｎ， 即建立了位姿误差模型，可为

误差补偿研究提供基础。

４　 机器人位置矢量近似度

机器人处于某一位姿时其在机器人基坐标系下的位

置及位置误差 ｄｎ 均可视为三维矢量。 为了对两个位置

矢量进行比较，本文考虑到两个位置矢量在空间上的接

近程度不仅与它们之间的距离有关，还与矢量之间的夹

角以及所形成的三角形面积有关，故引入两位置矢量夹

角的正弦和矢量之差的比值近似度子指标 λ 以及两位置

矢量形成的三角形面积近似度子指标 ζ 的概念，通过两

个近似度子指标共同判断位置矢量间的近似度，如图 ２
所示。 即对于任意两个位姿处的位置矢量 ｐｓ 和 ｐ ｔ，若它

们之间的距离、夹角以及两矢量在空间上形成的三角形

面积分别为 ｐｓ － ｐ ｔ 、φ 和 ＳΔ。

图 ２　 两位置矢量的近似度

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｄｅｇｒｅｅ ｏｆ ｔｗｏ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒｓ
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定义 λ 及 ζ 的数学表达式如下：

λ ＝
１ ｐｓ ＝ ｐ ｔ

ｓｉｎφ
ｐｓ － ｐ ｔ

ｐｓ ≠ ｐ ｔ

ì

î

í

ïï

ïï
（２７）

式中：λ 为两位置矢量夹角的正弦和矢量之差的比值近

似度子指标。 为简便起见，后面简称为近似度子指标 １。

ζ ＝
∞ ｐｓ ＝ ｐ ｔ

１
ＳΔ

ｐｓ ≠ ｐ ｔ

ì

î

í

ïï

ïï
（２８）

式中：ζ 为两位置矢量形成的三角形面积近似度子

指标。 为简便起见，后面简称为近似度子指标 ２。
两个矢量之间越接近，λ 及 ζ 值越大，当 λ 的值为 １

和 ζ 的值为无穷时，两个矢量最为接近。

５　 位姿矢量间近似度概念的扩展

由式（１７）、（２４）和（２５）可知机器人位置误差矢量

ｄｎ 和旋转误差矢量 δ ｎ 为各连杆参数的三角函数，在机器

人整个工作空间域内 １ 阶连续可微。 故当两位置对应的

关节转角相差极小，则认为该两位置非常接近。 关节角

差别越小，近似程度越高。
由此可得出以下结论：当两个位置矢量达到高度相

近时，在许可范围内，理论上可用某一矢量近似代替另一

个，同理某误差矢量也可用另一误差矢量近似代替。 即

当图 ２ 中的 ｐｓ 和 ｐ ｔ 相近程度较高时，可以用 ｐｓ 近似代替

ｐ ｔ，与此同时，也可以用 ｐｓ 的误差 ｄｎ
ｐ ｓ
近似代替 ｐ ｔ 的误

差 ｄｎ
ｐ ｔ
。
以上讨论的是相近的两个位置矢量之间以及它们位

置误差之间的关系，将其扩展到相近的多个位姿矢量，则
其中某一位姿矢量（或位姿误差矢量）可由其他位姿矢

量（或位姿误差矢量）最小二乘线性拟合。 但需要确定

其他位姿矢量（或位姿误差矢量）的影响权重。

６　 近似度加权平均空间插值法的原理

插值是建立定位点位姿补偿模型的关键。 不同的插

值方法建立的数学模型会有差别，插值补偿的效果就有

差异，常用的为距离加权反比法、克里金法以及双线性、
双三次插值等［１８］。 本文提出的近似度加权平均空间插

值方法参考距离加权反比插值法的思路，基于相近相似

的原理，即两个位置矢量之间的距离 ｐｓ － ｐ ｔ ，夹角 φ，
以及 ｐｓ、ｐ ｔ 两矢量在空间上形成的三角形面积 ＳΔ 越小，
则越近似。 近似度以插值目标位姿矢量与数据库样本位

姿矢量间的近似度子指标 λ 及 ζ 共同决定权重，距离加

权反比法，进行加权插值计算。 对其中与插值目标位姿

矢量相近程度越高的数据库样本位姿矢量赋予更大的

权重。
对于机器人工作空间域内任一定位点处的位姿矢量

（或位姿误差矢量），如果已知若干个与之相近的矢量，
则理论上可以通过近似度加权平均空间插值方法确定未

知定位点位姿矢量（或位姿误差矢量）。 为提高未知定

位点的插值逼近精度，需要使已知样本点均匀分布，对机

器人的工作空间中未知定位点邻域内的一些点进行采

样。 则未知定位点的位置误差可以由邻域内各样本点的

位置误差插值计算。
精度补偿原理如图 ３ 所示。 设有 ｍ 个样本点 Ｐ ｉ（ ｉ ＝

１，２，…，ｍ），对应的位置矢量为 ｐ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｍ）、理论

定位坐标矢量与实际定位坐标矢量之差为 ｄｎ
Ｐ ｉ
（ ｉ ＝ １，２，

…，ｍ），则对于样本点附近的任一目标定位点 （目标

点）Ｐ 的位置误差预测值矢量 ｄｎ
Ｐ 可以通过以下步骤来

求取。

图 ３　 精度补偿原理

Ｆｉｇ．３　 Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ｃｏｍｐｅｎｓａｔｉｏｎ

１）计算各样本点 Ｐ ｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｍ） 对 Ｐ点的影响权

值 ｑ ｉ。
设空间待插点（目标点）为 Ｐ（ｘＰ，ｙＰ，ｚＰ），其位置误

差预测值 ｄｎ
Ｐ 未知，Ｐ 点邻域内样本点 Ｐ ｉ（ｘ ｉ，ｙ ｉ，ｚｉ），ｉ ＝ １，

２，…，ｍ，其位置误差为 ｄｎ
Ｐ ｉ
（ ｉ ＝ １，２，…，ｍ） 已知。 利用近

似度加权平均空间插值法对 Ｐ 点的位置误差 ｄｎ
Ｐ 进行插

值。 Ｐ的位置误差 ｄｎ
Ｐ 取其邻域内已知的数据库样本位置

误差矢量 ｄｎ
Ｐ ｉ
（ ｉ ＝ １，２，…，ｍ） 的加权平均。 权的大小与矢

量间的两个近似度子指标有关，是两个近似度子指标的 ｒ
次方倒数的加权和。 具体公式如下：

ｑ ｉ ＝ ω １

λ ｒ
ｉ

∑
ｍ

ｉ ＝ １
λ ｒ

ｉ

＋ ω ２

ζ ｒ
ｉ

∑
ｍ

ｉ ＝ １
ζ ｒ
ｉ

（２９）

式中： λ ｉ 为待插点 Ｐ的预测位置矢量与样本点 Ｐ ｉ 的实际

位置矢量夹角的正弦和矢量之差的比值近似度子指标，
即近似度子指标 １；ζ ｉ 为待插点 Ｐ的预测位置矢量与样本



　 第 １１ 期 孙剑萍 等：近似度加权平均插值的机器人精度补偿方法研究 １３３　　

点 Ｐ ｉ 的实际位置矢量形成的三角形面积近似度子指标，
即近似度子指标 ２；ω １、ω ２ 为两近似度子指标在影响权值

ｑ ｉ 运算中的权重；ｒ为加权幂指数，０≤ ｒ≤２；ｑ ｉ 为 Ｐ ｉ 影响

Ｐ 的权重，０ ≤ ｑ ｉ ≤ １，且∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｑ ｉ ＝ １。

由式（２９）可见，加权幂指数控制着权系数如何随着

矢量间的相近程度的下降而下降。 若给定一个较大的加

权幂指数，近似程度高的样本矢量被赋予较高的权重，而
当加权幂指数取值较小时，权重比较均匀地分配给各样

本矢量。
２）预测目标点的位置误差。

ｄｎ
Ｐ ＝ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
ｑ ｉｄ

ｎ
Ｐ ｉ

（３０）

通过式（３０）计算，将求得的 Ｐ 的误差矢量预测值

ｄｎ
Ｐ， 修正理论坐标并驱动机器人以提高实际精度。

３）基于近似度加权平均插值法适用性的条件。
为了尽可能保证插值的精度，由式（３０）建立的误差

预测模型是基于插值目标位姿矢量与数据库样本位姿矢

量间有着高度近似的前提上的。 本文提出一种比较易于

实际操作的适用性条件判断方法，具体如下。
设 ｐｓ 与 ｐ ｔ 为两位置矢量， 它们之间的距离为

ｐｓ － ｐ ｔ ，两矢量间的夹角为 φ（φ 很小），两矢量在空间

上形成的三角形面积 ＳΔ。 ［λ］ 为给定允许两位置矢量

相互替换时近似度子指标 １ 的最小允可值，根据式（２７），
则必须满足：

ｓｉｎ（ φ ）
ｐｓ － ｐ ｔ

≥ ［λ］ （３１）

同理， ［ζ］ 为给定允许两位置矢量相互替换时近似

度子指标 ２ 的最小允可值，根据式（２９），则必须满足：
１
ＳΔ

≥ ［ζ］ （３２）

式（３１）、（３２）即可作为确定两位置矢量可相互替换的近

似度的充分条件。
假设 ｐｓ 与 ｐ ｔ 之间给定允许的最大误差为 ε，则有：
ｐｓ － ｐ ｔ ≤ ε （３３）

取 ｐｓ － ｐ ｔ 达到最大值 ε 时进行计算， 根据式

（３１），则有：
ｓｉｎ（ φ ） ≥ ［λ］ × ε （３４）
根据式（３２），则有：

ＳΔ ＝ ０􀆰 ５ ｐｓ ｐ ｔ ｓｉｎ（ φ ） ≈０􀆰 ５ ｐｓ
２ｓｉｎ（ φ ） ≤ １

［ζ］
（３５）

即：

ｐｓ
２ ≤ ２

［ζ］ ｓｉｎ（ φ ）
（３６）

将式（３４）的结果代入式（３６），则有：

ｐｓ
２ ≤ ２

［ζ］ｓｉｎ（ φ ）
≤ ２

［ζ］ × ［λ］ × ε
（３７）

若又假设给定允许的最大定位误差也为 ε，邻域内

各样本点的位置误差矢量为 ｄｎ
Ｐ ｉ
（ ｉ ＝ １，２，…，ｍ），目标点

Ｐ 的实际位置误差矢量为 ｄ′ｎ
Ｐ 。 若要误差小于 ε，即

ｄ′ｎ
Ｐ － ｄｎ

Ｐ ＜ ε （３８）
结合式（３０），则有：

ｄ′ｎ
Ｐ － ｄｎ

Ｐ ＝ ｄ′ｎ
Ｐ － ∑

ｍ

ｉ ＝ １
（ｑ ｉｄ

ｎ
Ｐ ｉ
） ＝ １ × ｄ′ｎ

Ｐ －

∑
ｍ

ｉ ＝ １
（ｑ ｉｄ

ｎ
Ｐ ｉ
） ＝ （∑

ｍ

ｉ ＝ １
ｑ ｉ） × ｄ′ｎ

Ｐ － ∑
ｍ

ｉ ＝ １
（ｑ ｉｄ

ｎ
Ｐ ｉ
） ＝

∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｑ ｉ（ｄ

′ｎ
Ｐ － ｄｎ

Ｐ ｉ
） ≤ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
ｑ ｉ（ｄ

′ｎ
Ｐ － ｄｎ

Ｐ ｉ
） ＝

∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｑ ｉ ｄ′ｎ

Ｐ － ｄｎ
Ｐ ｉ

＝∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｄ′ｎ
Ｐ － ｄｎ

Ｐ ｉ
≤ｍ × ｍａｘ

ｉ
｛ ｄ′ｎ

Ｐ － ｄｎ
Ｐ ｉ

｝

（３９）
因此若满足式（４０），则式（３８）即可成立。

ｍａｘ
ｉ

｛ ｄ′ｎ
Ｐ － ｄｎ

Ｐ ｉ
｝ ≤ ε

ｍ
（４０）

当矢量间的两个近似度子指标满足式（３１）、（３２），
或者矢量间的参数取值满足式（３４）、式（３７）以及矢量误

差之差满足式（４０）时，则认为在选定的邻域内各样本点

和目标点的位置之间具有较高的近似度，且目标点的位

置误差可用本文方法计算。
需指出的是，由于机器人到达同一位姿可以对应多

组且不同的解，本文中的相近实际是指数据库样本点和

插值目标点所对应的机器人各关节转角都很接近，即机

器人各关节较小改变转角就可以某点移至其他点，这个

前提对于提出的补偿模型至关重要。

７　 实例验证

研究对象为 ＫＵＫＡ 机器人 ＫＲ１５０⁃ ２，坐标测量采用

ＦＡＲＯ ＳＩ 型激光跟踪仪。 具体思路如下。
在机器人工作空间中选取任一位姿的试验点（目标

点），在其邻域内选定若干个点进行采样，获得各样本点

的位置参数与姿态参数，根据式（２４）计算各样本点的理

论定位误差，随后根据式（２７）和式（２８）计算试验点与各

样本点位置矢量间的近似度，以式（２９）计算样本矢量

对试验点矢量的影响权值，以式（３０）计算试验点的误差

预测值，分析比较预测值与通过模型（式（２４）、（２５））所

得误差计算值间的偏差，并以残差判断本文方法的有

效性。
选取点 Ｐ１（ｘ２ ０００， ｙ７００， ｚ１ ０００，ａ０，ｂ９０，ｃ０） 和点Ｐ２

（ｘ１ ４５０， ｙ２００， ｚ１ ５００， ａ０， ｂ９０， ｃ０） 试验，６个参数的前

３项为位置坐标，后 ３项为 ＲＰＹ姿态。 分别在样本数据库

中对两实验点邻域内的样本点进行合理筛选，各筛选出
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了 ８ 个样本点，为方便叙述及列表，分别对它们标以序号

１ ～ ８ 及 １′ ～ ８′（具体坐标分别如表 ２ 及 ３ 所示）。
式（２９） 的 ω１、ω２ 取值为 ω１ ＝ ０􀆰 ８７，ω２ ＝ ０􀆰 １３。 具体结果

如下，表 ２、表 ３ 所示分别为用机器人定位误差模型求得

两目标点的邻域各样本点实际定位误差、位置以及矢

径。 表 ４、５ 所示分别为本文提出的方法对两目标点

Ｐ１（ｘ２ ０００， ｙ７００， ｚ１ ０００） 与 Ｐ２（ｘ１ ４５０， ｙ２００， ｚ１ ５００）
预测绝对定位误差的过程参数。 表 ６ 所示为本文方法与

文献［１９］ 方法对两目标点预测绝对定位误差的精度

对比。

表 ２　 目标点 Ｐ１ 的邻域各样本点实际定位误差、位置以及矢径

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｐｏｓｉｔｉｏｎｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ， ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｒａｄｉｕｓ ｖｅｃｔｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓａｍｐｌｅ ｐｏｉｎｔｓ ｉｎ ｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄ ｏｆ ｔａｒｇｅｔ ｐｏｉｎｔ Ｐ１

样本点
名义位置坐标 ／ ｍｍ 绝对定位误差 ／ ｍｍ 实际位置坐标 ／ ｍｍ 实际矢径 ／ ｍｍ

ｘ ｙ ｚ ｘ ｙ ｚ ｘ ｙ ｚ ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２

１ １ ９５０ ７５０ １ ０５０ ０􀆰 ０１７ ３ １􀆰 ０１０ ５ －０􀆰 ２１８ ９ １ ９５０􀆰 ０１７ ３ ７５１􀆰 ０１０ ５ １ ０４９􀆰 ７８１ １ ２ ３３８􀆰 ５０９

２ １ ９５０ ６５０ １ ０５０ ０􀆰 ０６３ ４ １􀆰 ００９ ４ －０􀆰 ２１１ ６ １ ９５０􀆰 ０６３ ４ ６５１􀆰 ００９ ４ １ ０４９􀆰 ７８８ ４ ２ ３０８􀆰 ３８０

３ １ ９５０ ７５０ ９５０ ０􀆰 ０１９ １ ０􀆰 ９８６ ０ －０􀆰 ２３５ ３ １ ９５０􀆰 ０１９ １ ７５０􀆰 ９８６ ０ ９４９􀆰 ７６４ ７ ２ ２９５􀆰 ３４５

４ １ ９５０ ６５０ ９５０ ０􀆰 ０６４ ４ ０􀆰 ９８３ ５ －０􀆰 ２２８ ６ １ ９５０􀆰 ０６４ ４ ６５０􀆰 ９８３ ５ ９４９􀆰 ７７１ ４ ２ ２６４􀆰 ６４０

５ ２ ０５０ ７５０ １ ０５０ ０􀆰 ０２８ ８ ０􀆰 ９９７ １ －０􀆰 ２３４ ５ ２ ０５０􀆰 ０２８ ８ ７５０􀆰 ９９７ １ １ ０４９􀆰 ７６５ ５ ２ ４２２􀆰 ５２４

６ ２ ０５０ ６５０ １０５ ０ ０􀆰 ０６９ ２ １􀆰 ０１０ ４ －０􀆰 ２２５ ３ ２ ０５０􀆰 ０６９ ２ ６５１􀆰 ０１０ ４ １ ０４９􀆰 ７７４ ７ ２ ３９３􀆰 ４５５

７ ２ ０５０ ７５０ ９５０ ０􀆰 ０２８ ３ ０􀆰 ９７６ ０ －０􀆰 ２４９ ２ ２ ０５０􀆰 ０２８ ３ ７５０􀆰 ９７６ ０ ９４９􀆰 ７５０ ８ ２ ３８０􀆰 ８８４

８ ２ ０５０ ６５０ ９５０ ０􀆰 ０６８ ２ ０􀆰 ９８８ ０ －０􀆰 ２４０ ６ ２ ０５０􀆰 ０６８ ２ ６５０􀆰 ９８８ ０ ９４９􀆰 ７５９ ４ ２ ３５１􀆰 ２９９

表 ３　 目标点 Ｐ２ 的邻域各样本点实际定位误差、位置以及矢径

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ａｃｔｕａｌ ｐｏｓｉｔｉｏｎｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ， ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｒａｄｉｕｓ ｖｅｃｔｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓａｍｐｌｅ ｐｏｉｎｔｓ ｉｎ ｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄ ｏｆ ｔａｒｇｅｔ ｐｏｉｎｔ Ｐ２

样本点
名义位置坐标 ／ ｍｍ 绝对定位误差 ／ ｍｍ 实际位置坐标 ／ ｍｍ 实际矢径 ／ ｍｍ

ｘ ｙ ｚ ｘ ｙ ｚ ｘ ｙ ｚ ｘ２ ＋ ｙ２ ＋ ｚ２

１′ １ ３００ ３５０ １ ６５０ ０􀆰 ２１４ ２ ０􀆰 ７１２ ３ ０􀆰 ０１９ ５ １ ３００􀆰 ２１４ ２ ３５０􀆰 ７１２ ３ １ ６５０􀆰 ０１９ ５ ２ １２９􀆰 ８１７

２′ １ ３００ ５０ １ ６５０ ０􀆰 ３５０ ８ ０􀆰 ５８９ ４ －０􀆰 ０５５ ４ １ ３００􀆰 ３５０ ８ ５０􀆰 ５８９ ４ １ ６４９􀆰 ９４４ ６ ２ １０１􀆰 ３７８

３′ １ ３００ ３５０ １ ３５０ ０􀆰 ３４２ ８ ０􀆰 ３４７ １ －０􀆰 ０２３ ６ １ ３００􀆰 ３４２ ８ ３５０􀆰 ３４７ １ １ ３４９􀆰 ９７６ ４ １ ９０６􀆰 ８４８

４′ １ ３００ ５０ １ ３５０ ０􀆰 ３５５ ３ ０􀆰 １８０ ６ －０􀆰 １２５ ８ １ ３００􀆰 ３５５ ３ ５０􀆰 １８０ ６ １ ３４９􀆰 ８７４ ２ １ ８７４􀆰 ９９４

５′ １ ６００ ３５０ １ ６５０ ０􀆰 １８０ ６ １􀆰 ０２０ ０ －０􀆰 ０５７ ５ １ ６００􀆰 １８０ ６ ３５１􀆰 ０２０ ０ １ ６４９􀆰 ９４２ ５ ２ ３２５􀆰 １０３

６′ １ ６００ ５０ １ ６５０ ０􀆰 ３５０ ９ ０􀆰 ９４７ ２ －０􀆰 ０８３ ９ １ ６００􀆰 ３５０ ９ ５０􀆰 ９４７ ２ １ ６４９􀆰 ９１６ １ ２ ２９９􀆰 １１８

７′ １ ６００ ３５０ １ ３５０ ０􀆰 ２３６ ３ ０􀆰 ７８７ ７ －０􀆰 １０２ １ １ ６００􀆰 ２３６ ３ ３５０􀆰 ７８７ ７ １ ３４９􀆰 ８９７ ９ ２ １２２􀆰 ７４２

８′ １ ６００ ５０ １ ３５０ ０􀆰 ３４２ ９ ０􀆰 ６９１ ５ －０􀆰 １４９ ０ １ ６００􀆰 ３４２ ９ ５０􀆰 ６９１ ５ １ ３４９􀆰 ８５１ ０ ２ ０９４􀆰 ２２２

表 ４　 本文提出的机器人精度补偿方法对目标点 Ｐ１ 的仿真验证结果

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｒｏｂｏｔ ａｃｃｕｒａｃｙ ｃｏｍｐｅｎｓａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔａｒｇｅｔ ｐｏｉｎｔ Ｐ１

样本点
名义位置坐标 ／ ｍｍ 绝对定位误差 ／ ｍｍ

两位置矢量间

距离 ／ ｍｍ

两矢量间

夹角 ／ ｒａｄ

两矢量三角形

面积 ／ ｍｍ２

近似度子

指标 １

近似度子

指标 ２

样本点对目标

点的影响权值

样本点误差对目标点的

作用值 ／ ｍｍ

ｘ ｙ ｚ ｘ ｙ ｚ ｐ１ － ｐ２ φ ＳΔ λ ζ ｑｉ ｘ ｙ ｚ

１ １ ９５０ ７５０ １ ０５０ ０􀆰 ０１７ ３ １􀆰 ０１０ ５ －０􀆰 ２１８ ９ ８７􀆰 ０５４ ５７６ ７１ ０􀆰 ０３７ １４１ １８９ １０１ ７３０􀆰 ５００ ９ ０􀆰 ０００ ４２７ ９􀆰 ８３×１０－６ ０􀆰 １４９ ７６２ ５５１ ０􀆰 ００２ ５９０ ８９２ ０􀆰 １５１ ３３５ ０５８ －０􀆰 ０３２ ７８３ ０２２

２ １ ９５０ ６５０ １ ０５０ ０􀆰 ０６３ ４ １􀆰 ００９ ４ －０􀆰 ２１１ ６ ８５􀆰 ８６４ ００６ ９１ ０􀆰 ０３３ ７７３ ５２８ ９１ ３１８􀆰 １８２ ７ ０􀆰 ０００ ３９３ １􀆰 １×１０－５ ０􀆰 １４０ ２４１ ８６１ ０􀆰 ００８ ８９１ ３３４ ０􀆰 １４１ ５６０ １３５ －０􀆰 ０２９ ６７５ １７８

３ １ ９５０ ７５０ ９５０ ０􀆰 ０１９ １ ０􀆰 ９８６ ０ －０􀆰 ２３５ ３ ８７􀆰 ２９９ ７５９ ０３ ０􀆰 ０３１ ５２０ ７６３ ８４ ７４７􀆰 ８９２ ２６ ０􀆰 ０００ ３６１ １􀆰 １８×１０－５ ０􀆰 １３０ ７４１ ５８０ ０􀆰 ００２ ４９７ １６４ ０􀆰 １２８ ９１１ １９８ －０􀆰 ０３０ ７６３ ４９４

４ １ ９５０ ６５０ ９５０ ０􀆰 ０６４ ４ ０􀆰 ９８３ ５ －０􀆰 ２２８ ６ ８６􀆰 １３４ １６０ ９２ ０􀆰 ０１５ ４５３ ３４１ ４０ ９９７􀆰 ７９９ ５８ ０􀆰 ０００ １７９ ２􀆰 ４４×１０－５ ０􀆰 ０８６ ２１８ ５７０ ０􀆰 ００５ ５５２ ４７６ ０􀆰 ０８４ ７９５ ９６４ －０􀆰 ０１９ ７０９ ５６５

５ ２ ０５０ ７５０ １ ０５０ ０􀆰 ０２８ ８ ０􀆰 ９９７ １ －０􀆰 ２３４ ５ ８７􀆰 ０６４ ２８６ ７５ ０􀆰 ０１４ ９４６ ６１９ ４２ ４１８􀆰 ０８５ ２９ ０􀆰 ０００ １７２ ２􀆰 ３６×１０－５ ０􀆰 ０８２ ７７０ ３２０ ０􀆰 ００２ ３８３ ７８５ ０􀆰 ０８２ ５３０ ２８６ －０􀆰 ０１９ ４０９ ６４０

６ ２ ０５０ ６５０ １ ０５０ ０􀆰 ０６９ ２ １􀆰 ０１０ ４ －０􀆰 ２２５ ３ ８５􀆰 ９３２ ６８５ ６１ ０􀆰 ０２９ ３９７ ８３９ ８２ ４２０􀆰 ３０８ ４５ ０􀆰 ０００ ３４２ １􀆰 ２１×１０－５ ０􀆰 １２４ ９７１ ０２２ ０􀆰 ００８ ６４７ ９９５ ０􀆰 １２６ ２７０ ７２１ －０􀆰 ０２８ １５５ ９７１

７ ２ ０５０ ７５０ ９５０ ０􀆰 ０２８３ ０􀆰 ９７６ ０ －０􀆰 ２４９２ ８７􀆰 ３２９ ０６４ ３３ ０􀆰 ０３３ ３３０６ ３３ ９２ ９５１􀆰 ７３９ ８８ ０􀆰 ０００ ３８２ １􀆰 ０８×１０－５ ０􀆰 １３６ ２３３ ３９４ ０􀆰 ００３ ８５５ ４０５ ０􀆰 １３２ ９６３ ７９３ －０􀆰 ０３３ ９４９ ３６２

８ ２ ０５０ ６５０ ９５０ ０􀆰 ０６８ ２ ０􀆰 ９８８ ０ －０􀆰 ２４ ０６ ８６􀆰 ２１５ ５３６ ２１ ０􀆰 ０３６ ５６６ ０１９ １００ ７０３􀆰 ５９３ ０ ０􀆰 ０００ ４２４ ９􀆰 ９３Ｅ×１０－６ ０􀆰 １４９ ０６０ ７０１ ０􀆰 ０１０ １６５ ９４０ ０􀆰 １４７ ２７１ ９７２ －０􀆰 ０３５ ８６４ ００５

合计 ６９２􀆰 ８９４ ０７６ ５ ０􀆰 ２３２ １２９ ９３３ ６３７ ２８８􀆰 １０２ ０ ０􀆰 ００２ ６８０ ０􀆰 ０００ １１３ １ ０􀆰 ０４４ ５８４ ９９１ ０􀆰 ９９５ ６３９ １２７ －０􀆰 ２３０ ３１０ ２３７
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表 ５　 本文提出的机器人精度补偿方法对目标点 Ｐ２ 的仿真验证结果

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｔｈｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｒｏｂｏｔ ａｃｃｕｒａｃｙ ｃｏｍｐｅｎｓａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔａｒｇｅｔ ｐｏｉｎｔ Ｐ２

样本点
名义位置坐标 ／ ｍｍ 绝对定位误差 ／ ｍｍ

两位置矢量间

距离 ／ ｍｍ

两矢量间

夹角 ／ ｒａｄ

两矢量三角形

面积 ／ ｍｍ２

近似度子

指标 １

近似度子

指标 ２

样本点对目标

点的影响权值

样本点误差对目标点的

作用值 ／ ｍｍ

ｘ ｙ ｚ ｘ ｙ ｚ ｐ１ － ｐ２ φ ＳΔ λ ζ ｑｉ ｘ ｙ ｚ

１′ １ ３００ ３５０ １ ６５０ ０􀆰 ２１４ ２ ０􀆰 ７１２ ３ ０􀆰 ０１９ ５ ２６０􀆰 １０７ ３５０ ２ ０􀆰 １２２ １３３ ２３４ ２７１ ９０７􀆰 ８８６ １ ０􀆰 ０００ ４６８ ３􀆰 ６８×１０－６ ０􀆰 １４７ ７２９ ４６６ ０􀆰 ０３１ ６４３ ６５２ ０􀆰 １０５ ２２７ ６９９ ０􀆰 ００２ ８８０ ７

２′ １ ３００ ５０ １ ６５０ ０􀆰 ３５０ ８ ０􀆰 ５８９ ４ －０􀆰 ０５５ ４ ２５９􀆰 ２３３ ０８７ ２ ０􀆰 １２３ ５７６ ８９９ ２７１ ４３２􀆰 ２１４ ２ ０􀆰 ０００ ４７５ ３􀆰 ６８×１０－６ ０􀆰 １４９ ８１３ ３４６ ０􀆰 ０５２ ５５４ ５２２ ０􀆰 ０８８ ２９９ ９８６ －０􀆰 ００８ ３００

３′ １ ３００ ３５０ １ ３５０ ０􀆰 ３４２ ８ ０􀆰 ３４７ １ －０􀆰 ０２３ ６ ２５９􀆰 ８２４ １８７ ８ ０􀆰 ０８９ ２２４ ９９５ １７８ ０５４􀆰 １８５ ６ ０􀆰 ０００ ３４３ ５􀆰 ６２×１０－６ ０􀆰 １１７ ５００ ９０３ ０􀆰 ０４０ ２７９ ３１０ ０􀆰 ０４０ ７８４ ５６４ －０􀆰 ００２ ７７３

４′ １ ３００ ５０ １ ３５０ ０􀆰 ３５５ ３ ０􀆰 １８０ ６ －０􀆰 １２５ ８ ２５９􀆰 ５７１ ０７８ ３ ０􀆰 ０６８ ８２８ ５６８ １３５ １２９􀆰 ９２６ ６ ０􀆰 ０００ ２６５ ７􀆰 ４×１０－６ ０􀆰 １００ ５５１ ４９２ ０􀆰 ０３５ ７２５ ９４５ ０􀆰 ０１８ １５９ ５９９ －０􀆰 ０１２ ６４９

５′ １ ６００ ３５０ １ ６５０ ０􀆰 １８０ ６ １􀆰 ０２０ ０ －０􀆰 ０５７ ５ ２６０􀆰 ４６８ ８２０ ３ ０􀆰 ０５５ ９９９ ６４２ １３６ ３７２􀆰 ３４２ １ ０􀆰 ０００ ２１５ ７􀆰 ３３×１０－６ ０􀆰 ０８５ ７９９ １２３ ０􀆰 ０１５ ４９５ ３２２ ０􀆰 ０８７ ５１５ １０６ －０􀆰 ００４ ９３３

６′ １ ６００ ５０ １ ６５０ ０􀆰 ３５０ ９ ０􀆰 ９４７ ２ －０􀆰 ０８３ ９ ２５９􀆰 ４１６ ５９０ ４ ０􀆰 ０７３ ４３１ ３６７ １７６ ７５７􀆰 ６９１ ２ ０􀆰 ０００ ２８３ ５􀆰 ６６×１０－６ ０􀆰 １００ １７１ ４９３ ０􀆰 ０３５ １５０ １７７ ０􀆰 ０９４ ８８２ ４３８ －０􀆰 ００８ ４０４

７′ １ ６００ ３５０ １ ３５０ ０􀆰 ２３６ ３ ０􀆰 ７８７ ７ －０􀆰 １０２ １ ２６０􀆰 ４５８ ２８２ １ ０􀆰 １２２ ９００ ６４０ ２７２ ６９８􀆰 ８７１ ６ ０􀆰 ０００ ４７１ ３􀆰 ６７×１０－６ ０􀆰 １４８ ３６１ ２０５ ０􀆰 ０３５ ０５７ ７５３ ０􀆰 １１６ ８６４ １２１ －０􀆰 ０１５ １４８

８′ １ ６００ ５０ １ ３５０ ０􀆰 ３４２ ９ ０􀆰 ６９１ ５ －０􀆰 １４９ ０ ２５９􀆰 ６９３ ５４６ ２ ０􀆰 １２４ ０３４ ３５４ ２７１ ５０４􀆰 １０７ ７ ０􀆰 ０００ ４７６ ３􀆰 ６８×１０－６ ０􀆰 １５０ ０７２ ９７１ ０􀆰 ０５１ ４６０ ０２２ ０􀆰 １０３ ７７５ ４５９ －０􀆰 ０２２ ３６１

合计 ２ ０７８􀆰 ７７２ ９４２ ０􀆰 ７８０ １２９ ６９９ １ ７１３ ８５７􀆰 ２２５ ０􀆰 ００２ ９９７ ４􀆰 ０７×１０－５ １ ０􀆰 ２９７ ３６６ ７０１ ０􀆰 ６５５ ５０８ ９７３ －０􀆰 ０７１ ６８８

表 ６　 本文提出的方法与文献［１９］提出的方法结果对比

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｍｅｔｈｏｄ ａｎｄ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｌｉｔｅｒａｔｕｒｅ ［１９］

目标

点

名义位置坐标 ／ ｍｍ 理论定位坐标误差 ／ ｍｍ

ｘ ｙ ｚ ｘ ｙ ｚ
使用方法

预测定位误差 ／ ｍｍ 残差 ／ ｍｍ

ｘ ｙ ｚ ｘ ｙ ｚ

Ｐ１ ２ ０００ ７００ １ ０００ ０􀆰 ０４３ ０ １􀆰 ００１ １ －０􀆰 ２３０ ３
本文 ０􀆰 ０４４ ５８４ ９９１ ０􀆰 ９９５ ６３９ １２７ －０􀆰 ２３０ ３１０ ２３７ ０􀆰 ００１ ５８４ ９９１ －０􀆰 ００５ ４６０ ８７３ －１􀆰 ０２３ ７１×１０－５

文献［１９］ ０􀆰 ０４４ ９００ ０００ ０􀆰 ９９５ ０００ ０００ －０􀆰 ２３０ ４００ ０００ ０􀆰 ００１ ９００ ０００ －０􀆰 ００６ １００ ０００ －１×１０－４

Ｐ２ １ ４５０ ２００ １ ５００ ０􀆰 ３００ ５ ０􀆰 ６６０ ６ －０􀆰 ０６９ ８
本文 ０􀆰 ２９７ ３６６ ７０１ ０􀆰 ６５５ ５０８ ９７３ －０􀆰 ０７１ ６８８ ０００ －０􀆰 ００３ １３０ ００ －０􀆰 ００５ ０９０ ０００ －０􀆰 ００１ ８９

文献［１９］ ０􀆰 ２９６ ８００ ０００ ０􀆰 ６５９ ２００ ０００ －０􀆰 ０７２ ２００ ０００ －０􀆰 ００３ ７００ ００ －０􀆰 ００１ ４００ ０００ －０􀆰 ００２ ４

　 　 从表 ６ 可以看出，利用该模型对机器人绝对定位精

度进行补偿，可使目标点 Ｐ１ 的绝对定位误差的最大值由

补偿前的 １􀆰 ００１ １ ｍｍ 缩小到－０􀆰 ００５ ４６０ ８７３ ｍｍ，最小

值由补偿前的－０􀆰 ２３０ ３ ｍｍ 缩小到－１􀆰 ０２３ ７１×１０－５ ｍｍ；
也可使目标点 Ｐ２ 的绝对定位误差的最大值由补偿前的

０􀆰 ６６０ ６ ｍｍ 缩小到 － ０􀆰 ００１ ４ ｍｍ，最小值由补偿前的

－０􀆰 ０６９ ８ ｍｍ缩小到－０􀆰 ００２ ４ ｍｍ，效果显著。
从表 ６ 还可以看出，目标点 Ｐ１ 以及目标点 Ｐ２ 在经

本文方法补偿后，其预测定位误差与理论值非常接近。
相对文献［１９］的方法，两目标点的预测定位精度有了进

一步提高，其中目标点 Ｐ１ 的 ｘ 坐标的预测定位残差由文

献［１９］的 ０􀆰 ００１ ９ 下降到 ０􀆰 ００１ ５８４ ９９１，残差缩小了

１６􀆰 ５７９ ４％ ， ｙ 坐标的预测定位残差由文献 １ 的－０􀆰 ００６ １
下降到－０􀆰 ００５ ４６０ ８７３，残差缩小了 １０􀆰 ４７７ ５％ ， ｚ坐标的

预测定位残差由文献［１９］的－１×１０－４下降到－１􀆰 ０２３ ７１×
１０－５，残差缩小了 ８９􀆰 ７６２ ９％ ；目标点 Ｐ２ 的 ｘ 坐标的预测

定位残差由文献［１９］的－０􀆰 ００３ ７ 下降到－０􀆰 ００３ １３，残
差缩小了 １５􀆰 ４０５ ４ ％ ， ｚ 坐标的预测定位残差由文

献［１９］的 － ０􀆰 ００２ ４ 下降到 － ０􀆰 ００１ ８９， 残差缩小了

２１􀆰 ２５％ ，但 ｙ 坐标的预测定位残差由文献 ［ １９ ］ 的

－０􀆰 ００１ ４上升到－０􀆰 ００５ ０９，有所增大。 综合看来，应用

本文提出的基于近似度加权平均插值法进行机器人精度

补偿在 ｘ、ｙ、ｚ 轴三方向的位置误差显著减小，ｘ、ｚ 轴方向

的残差也明显优于文献［１９］ 的算法，证明了本文方法的

有效性。
为进一步验证了本文方法的有效性。 在机器人工作

空间随机取 ７０ 个实验点，按本文方法进行误差补偿，结
果如图 ４ 所示。 结果表明所有实验点经补偿后最大误差

为 ０􀆰 ３７６ １ ｍｍ，平均值为 ０􀆰 １２０ ９ ｍｍ，相对补偿前的 １～
３ ｍｍ 有了明显提高，证明了方法理论上合理、应用中存

在优势。

图 ４　 补偿后的测试结果

Ｆｉｇ．４　 Ｔｅｓｔ ｒｅｓｕｌｔ ａｆｔｅｒ ｃｏｍｐｅｎｓａｔｉｏｎ

８　 结　 　 论

　 　 综上，本文针对机器人标定高度依赖于构型的问题，
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提出了一种基于接近度加权平均插值的机器人精度补偿

方法，利用工作空间上的邻近点进行误差预测。 工作空

间中任意一点的位置误差都可以通过相邻的样本点来估

计。 具体结论如下。
１）机器人工作空间中相邻区域内任意点的位姿误差

矢量之间存在着或高或低的近似度。 考虑到两个矢量之

间的距离，夹角，以及它们在空间上形成的三角形面积对

近似度的影响，提出了近似度计算方法及基于近似度计

算插值的使用条件。
２）提出了基于近似度加权平均插值的补偿算法。 它

能有效提高机器人位姿误差补偿方法应用中的空间适应

性，并大大减少传统的机器人标定方法所必须涉及的复

杂误差补偿模型的构建以及求逆解的计算。 大大简化了

计算过程的复杂度，并有效地避免了标定方法无法适用

于整个工作空间实现高精度补偿的缺陷。
３）本方法一旦判断邻域任意样本点与目标点具有足

够的近似度，根据相近程度不同，对各样本点赋予不同的

权重，即可实现插值点位姿误差的精确补偿，对样本点具

体的数量和位置无过高要求，容易实施。
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