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摘 要:针对次级通道突变对算法收敛速度和系统稳定性的潜在影响,本文提出一种自适应变步长FXLMS算法。
首先推导步长上界公式,基于最优收敛步长与步长上界关系,确立最优收敛步长的关键参数。通过计算次级通道突变

前后最优收敛步长比,实现步长自适应调整。其次,使次级通道发生不同程度突变,以比较本研究算法、经典FXLMS
算法以及各类变步长算法在收敛速度与稳态误差方面的性能表现,发现新算法均在迭代200

 

次后收敛,均方误差保持

在-85
 

dB附近,优于经典FXLMS和其他变步长算法。最后用真实测量的次级通道数据分析新算法和经典FXLMS
算法的控制效果。结果表明,在次级通道发生突变后,新算法在5

 

s后均方误差稳定在-47
 

dB,而经典FXLMS算法

会使系统不稳定。证明新算法能很好兼顾收敛速度和稳态误差,并且具有良好的自适应性。
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Abstract:In
 

view
 

of
 

the
 

potential
 

impact
 

of
 

secondary
 

path
 

mutation
 

on
 

the
 

convergence
 

speed
 

and
 

system
 

stability
 

of
 

the
 

algorithm,
 

an
 

adaptive
 

variable
 

step
 

size
 

FXLMS
 

algorithm
 

is
 

proposed.
 

Firstly,
 

the
 

formula
 

of
 

the
 

upper
 

bound
 

of
 

the
 

step
 

size
 

is
 

derived,
 

and
 

the
 

key
 

parameters
 

are
 

established
 

based
 

on
 

the
 

relationship
 

between
 

the
 

optimal
 

convergence
 

step
 

size
 

and
 

the
 

upper
 

bound
 

of
 

the
 

step
 

size.
 

By
 

comparing
 

the
 

optimal
 

step
 

size
 

ratio
 

before
 

and
 

after
 

the
 

mutation
 

of
 

the
 

secondary
 

path,
 

the
 

adaptive
 

adjustment
 

of
 

the
 

step
 

size
 

was
 

realized.
 

Secondly,
 

in
 

order
 

to
 

compare
 

the
 

performance
 

of
 

the
 

proposed
 

algorithm,
 

the
 

classical
 

FXLMS
 

algorithm
 

and
 

various
 

variable
 

step
 

size
 

algorithms
 

in
 

terms
 

of
 

convergence
 

speed
 

and
 

steady-state
 

error,
 

it
 

is
 

found
 

that
 

the
 

new
 

algorithm
 

converges
 

after
 

200
 

iterations,
 

and
 

the
 

mean
 

square
 

error
 

remains
 

around
 

-85
 

dB,
 

which
 

is
 

better
 

than
 

the
 

classical
 

FXLMS
 

and
 

other
 

variable
 

step
 

size
 

algorithms.
 

Finally,
 

the
 

control
 

effect
 

of
 

the
 

new
 

algorithm
 

and
 

the
 

classical
 

FXLMS
 

algorithm
 

is
 

analyzed
 

by
 

using
 

the
 

secondary
 

path
 

data
 

of
 

real
 

measurements.
 

The
 

results
 

show
 

that
 

after
 

the
 

mutation
 

of
 

the
 

secondary
 

path,
 

the
 

mean
 

square
 

error
 

of
 

the
 

new
 

algorithm
 

is
 

stable
 

at
 

-47
 

dB
 

after
 

5
 

s,
 

while
 

the
 

classical
 

FXLMS
 

algorithm
 

will
 

make
 

the
 

system
 

unstable.
 

It
 

is
 

proved
 

that
 

the
 

new
 

algorithm
 

can
 

take
 

into
 

account
 

the
 

convergence
 

speed
 

and
 

steady-
state

 

error
 

well,
 

and
 

has
 

good
 

adaptability.
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0 引  言

  在有源噪声控制中,基于最速下降算法的最小均方

(least
 

mean
 

square,LMS)算法因易于实现和较低的实验成

本受到广泛应用[1-2],其中包括噪声主动控制[3-5]、图像去噪

和图像复原、系统辨识和自适应控制[6]等不同场景,但由于

未考虑次级通道的影响,LMS算法逐渐被滤波-x
 

最小均

方(filtered-x
 

least
 

mean
 

square,
 

FXLMS)算法所替代[7-9]。
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针对FXLMS算法研究内容比较丰富,包括离线辨识和在

线辨识的研究[10-11]、算法稳定边界的探 讨[12-13]、变 步 长

FXLMS算法研究[14]方面。在传统的FXLMS算法中,固
定步长算法可能导致收敛速度缓慢或稳态误差过大[15]。
尤其在次级通道发生变化时,收敛速度会发生变化,收敛速

度过快,系统稳态误差得不到保障,收敛速度过慢则会使收

敛时间变长[16],因此变步长FXLMS算法有很好的研究价

值。针对变步长问题,王平波等[17]提出了基于正态分布的

分段式变步长自适应滤波算法,当误差信号大于某个特定

值时采用正态分布函数实现变步长,反之则使用固定步长。
火元莲等[18]提出了反双曲正切函数的变步长LMS,讨论函

数中不同参数对算法性能的影响。明乐等[19]提出了对数

函数归一化变步长LMS算法。利用步长和误差信号间对

数关系来实现变步长。朱晓锦等[20]提出了反余切变步长

FXLMS,并将该算法用于压电柔性悬臂梁振动控制。综上

可知,变步长过程主要利用一些函数基本特性来实现变步

长,均实现了良好的控制效果,但是这些变步长算法需要针

对不同噪声信号,手动调节函数参数来实现变步长。
本文首先分析FXLMS算法步长上界,利用步长上界

与最优收敛步长的关系,推导出最优步长公式并实现了变

步长算法的设计,在仿真测试中,使次级通道突变,对比本

文算法、经典FXLMS算法以及其他变步长算法的收敛情

况和稳态误差。为确定新算法的实用性,将新算法和经典

FXLMS运用于真实突变的次级通道下,比较两种算法的

控制效果。

1 经典FXLMS算法

  在传统的 FXLMS算法中,系统框图如图1所示,

x(n)为参考信号,P(z)为初级通道,d(n)为参考信号经

过初级路径产生的初级噪声,W(z)表示自适应控制滤波

器,S(z)表示次级通道,Ŝ(z)为次级通道的估计,y(n)
为经过自适应滤波器W(z)的输出信号。

图1 FXLMS系统框图

Fig.1 Block
 

diagram
 

of
 

the
 

FXLMS
 

system

整个控制系统中,通常用FIR滤波器来表示W(z)和

Ŝ(z),给定FIR滤波器长度L,定义w(n)和ŝ(n)分别为

W(z)和Ŝ(z)滤波器系数,可表示为:

w(n)= [w0(n),w1(n),…,wL-1(n)]T (1)

ŝ(n)= [ŝ0(n),ŝ1(n),…,ŝL-1(n)]T (2)
从图1可看出,y(n)为次级信号,参考信号x(n)经

过整个系统产生的残余噪声信号e(n)可表示为:

e(n)=d(n)-v(n)=d(n)-y(n)Ts(n) (3)

y(n)= [y(n),y(n-1),…,y(n-L+1)]T (4)
在整个控制过程中,残余噪声的均方误差(MSE)为:

J(n)=E{e2(n)} (5)
使均方误差最小,可得到最优wo(n)

wo(n)=R-1Q (6)
其中,R-1 为xf(n)的自相关矩阵,Q 为xf(n)和

d(n)的互相关向量,自适应过程是利用w(n)迭代使J(n)
最小,

 

w(n)更新过程表示为:

w(n+1)=w(n)+μe(n)xf(n) (7)

xf(n)= [xf(n),xf(n-1),…,xf(n-L+1)]T

(8)

其中,xf(n)为经过Ŝ(z)的输出信号,μ为收敛步长

因子。

2 新VSSFXLMS算法

2.1 稳定步长上界分析

  本文提出的变步长滤波-x
 

最小均方算法(variable
 

step-size
 

filtered-x
 

least
 

mean
 

square,VSSFXLMS)的核心

思想是围绕收敛步长上界进行分析,根据步长上界确定最

优收敛步长,加快收敛速度。通过步长上界公式确定影响

收敛速度的参数,并将次级通道突变时参数变化转化为步

长上界比值η,同时把η设计到新VSSFXLMS算法中,来
保证收敛步长接近最优解。

步长因子μ决定了算法的收敛速度与稳态性能。设收

敛速度为ω,可表示为:

ω =2μδ2
x 1- μ

μmax  (9)

其中,μmax表示步长上界,δ2
x 表示参考信号的功率,若

使ω 最大,则取μ为μmax

2
,μmax 表达式为:

μmax=
2s(n)Tŝ(n)

δ2
x‖s(n)‖

2
‖ŝ(n)‖

2(L+2Δtd)
(10)

其中,s(n)为次级通道的脉冲响应函数,‖s(n)‖ 表

示次级通道s(n)的二范数,‖ŝ(n)‖ 表示次级通道ŝ(n)
的二范数,L 为滤波器长度,Δtd 为次级通道的等效延迟。

在实际系统中次级通道不能进行测量,假设s(n)和ŝ(n)

长度相等。若离线辨识准确,则可以用次级通道估计ŝ(n)
来近似代替s(n),将状态下的μmax 表示为μ'max,则μ'max可
表示为:

μ'max=
2

δ2
x‖ŝ(n)‖2(L+2Δ'

td)
(11)
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在离线辨识不准确或是次级通道发生变化时,则μmax

会发生变化,为研究μmax对系统稳态性影响,引入η作为步

长上界比值,可表示为:

η=μmax

μ'max
(12)

将式(10)和(11)带入式(12),可得:

η=
s(n)Tŝ(n)
‖s(n)‖2

(L+2Δ'td
L+2Δtd

) (13)

在实际过程当中,
 

L≫Δtd,则η可近似的表示为:

η=
s(n)Tŝ(n)
‖s(n)‖2

(14)

2.2 新VSSFXLMS算法设计

  通过上一小节对步长上界μmax 分析,发现影响μmax 的

因素有滤波器长度、参考信号、次级通道、估计次级通道以

及时延。在次级通道发生改变时,除了s(n)发生改变外,
其余影响因素变化可忽略,因此测得变化后s(n)非常关

键。通过对初级通道P(z)进行估计得到 P̂(z),x(n)经

过P̂(z)得到d̂(n),在实际系统中,s(n)不可测,定义参

数y'(n),使y'(n)为:

y'(n)=e(n)-d̂(n) (15)

若P̂(z)≈P(z),可通过y'(n)间接得到s(n),则

y'(n)可表示为:

y'(n)≈v(n)≈y(n)Ts(n) (16)
在k 时刻,取k 至前k-L 时刻中y'(n)构成向量

Y'(n),表达形式为:

Y'(n)= [y'(k),y'(k-1),…,y'(k-L+1)]T

(17)
在k时刻,取k 至前k-L 时刻中y(n)T 构成矩阵

Y(n),表达形式为:

Y(n)=

y(k) y(k-1) … y(k-L+1)

y(k-1) y(k-2) … y(k-L)
︙ ︙ ⋱ ︙

y(k-L+1) y(k-L) … y(k-2L+1)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(18)

Y'(n)、Y(n)和s(n)三者关系可表示为:

Y'(n)=Y(n)s(n) (19)
式(19)等式两边同时乘Y-1(n),得到式(20):

s(n)=Y(n)-1Y'(n) (20)
将求得的s(n)带入式(14),得到步长上界比值η为:

η=
(Y(n)-1Y'(n))Tŝ(n)
‖Y(n)-1Y'(n)‖2

(21)

为保证系统收敛速度和稳定性,则w(n)最终更新过

程可表示为:

w(n+1)=w(n)+ημe(n)xf(n) (22)
通过上述公式设计出新 VSSFXLMS算法,系统框图

如图2所示,其中,M为确定步长上界比值η的子系统,在
次级通道发生突变后,子系统 M通过输出η实现变步长。

图2 新VSSFXLMS算法系统框图

Fig.2 Block
 

diagram
 

of
 

the
 

new
 

VSSFXLMS
 

algorithm

本文算法的关键在于确定步长上界比值η,图3给出

了子系统 M确定步长上界比值η的过程,η=1为次级通

道未发生突变,η≠1代表次级通道发生突变,如流程图所

描述的过程,通过调整步长,保持系统以较快收敛速度

收敛。

图3 步长上界比值确定过程

Fig.3 The
 

process
 

of
 

determining
 

the
 

ratio
 

of
 

the
 

upper
 

bound
 

of
 

the
 

step
 

size

3 算法性能分析

3.1 新VSSFXLMS算法与经典FXLMS算法对比

  为验证本文算法在次级通道发生突变时的鲁棒性,改
变次级通道的幅值和相位,比较新 VSSFXLMS算法和经

典FXLMS的收敛速度和稳态误差,初始阶段使ŝ(n)=
s(n),假设干扰信号频率为0.25

 

Hz,幅值为2
 

的正弦信

号,利用经典FXLMS算法和本文算法对不同次级通道下
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进行主动振动控制测试,取μ=0.001,次级通道如图4所

示,用长度为32
 

阶的FIR滤波器表示。
首先研究次级通道s(n)幅值变化下主动控制效果,

ŝ(n)保持不变,令s(n)幅值为0.5ŝ(n)、0.75ŝ(n)、1.25

ŝ(n)、1.5ŝ(n)。 在 该 变 化 下 两 种 算 法 的 控 制 效 果 如

图5(a)~(d)所示,发现幅值变小后,该状态下步长上界变

大,新算法的步长由于η调整也变大,收敛速度基本保持不

变。而经典FXLMS算法中固定步长会使收敛速度变慢。
当幅值变大后,由于步长上界变小,经典FXLMS算法步长

未变,收敛速度过快导致算法稳定误差会变大。
从图6(a)~(d)中可看出,次级通道相位差变化后,步

长上界变大,因此经典FXLMS算法收敛速度变慢,而新算

法通过调整步长上界比值η,维持了相位差变化前后收敛

  

图4 初始阶段下次级通道脉冲响应

Fig.4 The
 

impulse
 

response
 

of
 

the
 

next
 

secondary
 

path
 

in
 

the
 

initial
 

stage

图5 次级通道幅值变化下控制效果

Fig.5 Control
 

the
 

effect
 

under
 

changes
 

in
 

the
 

amplitude
 

of
 

the
 

secondary
 

paths

图6 次级通道相位变化下控制效果

Fig.6 Control
 

the
 

effect
 

under
 

the
 

phase
 

change
 

of
 

the
 

secondary
 

paths

速度的稳定性。通过结果分析,发现新算法均在迭代200
 

次

后完全收敛,而经典FXLMS会存在收敛过快和过慢的现象。

为近一步验证本文算法,保持ŝ(n)不变,改变s(n)的幅

值和相位,次级通道及次级通道估计的脉冲响应曲线如图7

所示,图7(a)中表示s(n)和ŝ(n)基本一致,图7(b)~(d)表

示s(n)和ŝ(n)幅值相位均存在不同程度偏差。

图7 不同次级通道及次级通道估计的脉冲响应曲线

Fig.7 Impulse
 

response
 

curves
 

for
 

different
 

secondary
 

channels
 

and
 

their
 

estimated
 

secondary
 

paths
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  表1给出了经典FXLMS算法不同次级通道下的参数

信息,包括阶数、s(n)和ŝ(n)情况分析以及收敛性情

况分析。

表1 不同次级通道参数信息

Table
 

1 Parameter
 

information
 

for
 

different
 

secondary
 

paths
次级

通道
阶数 情况分析

经典FXLMS
算法收敛性分析

模型Ⅰ 32 s(n)Tŝ(n)≈ ‖s(n)‖2 收敛
模型Ⅱ 32 s(n)Tŝ(n)> ‖s(n)‖2 收敛速度过慢
模型Ⅲ 32 s(n)Tŝ(n)< ‖s(n)‖2 收敛速度过快
模型Ⅳ 32 s(n)Tŝ(n)< ‖s(n)‖2 系统发散

  图8给出了不同次级通道下主动控制效果。当s(n)
未发生变化,两种算法控制效果一致,如图8(a)所示,因此

只给出一种算法的主动控制效果图。由图8(b)可知,当

ŝ(n)未发生变化,s(n)变小时,本文提出的算法在次级通

道发生变化后,迭代200
 

次收敛,而经典FXLMS算法还未

完全收敛。这是由于步长上界变大,经典FXLMS算法收

敛速度变慢。分析图8(c)可知,当ŝ(n)未发生变化,s(n)
变大时,新算法在收敛过程中是逐步减少,但经典FXLMS
算法则经历了一个先降低、随后升高、最终再次降低的动

态过程。该现象可归因于步长上限的减小,导致在固定步

长策略下,经典FXLMS算法的收敛速度过快,这一波动增

加了算法的稳态误差。由图8(d)可知,当ŝ(n)未发生变

化,s(n)继续变大时,采用经典FXLMS算法,系统将不会

收敛,这是因为算法步长上限大幅度减小,采用的固定步

长超过步长上界。综合上述分析,针对次级通道在幅值、
相位及一般性突变情形下,本文提出的算法展现出卓越的

收敛性能,均在200次迭代内达到收敛。相较之下,经典

FXLMS算法可能出现收敛迟缓或系统不稳定的现象。

图8 不同次级通道下两种算法主动振动控制

Fig.8 Active
 

vibration
 

control
 

of
 

two
 

algorithms
 

under
 

different
 

secondary
 

paths

3.2 不同变步长算法比较

  本节将本文算法和最近学者提出的变步长算法进行

比较,通过将这几种算法运用到模型Ⅱ、模型Ⅲ、模型Ⅳ三

种不同次级通道,通过比较不同算法的均方误差来分析不

同变步长算法的优势。
表2列举了几种经典变步长算法并给出变步长的计算复

杂度。与其余变步长算法相比,本文算法中没有涉及调节变

步长参数,只是在求矩阵Y(n)和向量Y'(n)有一定计算量。

表2 不同变步长算法复杂度

Table
 

2 The
 

complexity
 

of
 

the
 

variable
 

step
 

size
 

algorithm
算法名称 表达式 参数个数 加法 减法 乘法 除法

文献[17] μ(n)=χ 1-exp(-α|e(n)|β)  α,β,χ 0 1 β+2 0
文献[18] μ(n)=βartan(α|e(n)|λ) α,β,γ 0 0 3 0

文献[19] μ(n)=βlg(α|e(n)|χ)
λ+XT(n)X(n)

α,β,χ,γ L 0 L+χ+2 1

文献[20]
μ(n+1)=εμ(n)+η(n)e2(n)

η(n)=αarccot(∑
L-1

i=0
|e(n-i)|) α,ε L 0 4 0

本文算法 μ(n)=μ1

(Y-1(n)Y'(n))Tŝ(n)
‖Y-1(n)Y'(n)‖2 0 (L+1)2 0 L2+L-2 1

  由图9可知,各算法展现出各自的特性优势。文献[17]
中的算法在次级通道变动较小的情况下,相较于其他算

法,展现出较快的收敛速度和较低的稳态误差,但在次级

通道发生较大变动时,其性能表现有所下降。文献[18]中
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的算法在次级通 道 减 小 时,其 收 敛 误 差 表 现 不 佳。文

献[19]中的算法初始收敛阶段具有较快的收敛速度,但其

不足在于稳态误差较大。文献[20]中的算法在次级通道

变化较小时,收敛速率较慢且稳态误差较大。综合比较各

算法的收敛性能,本研究提出的算法在收敛速度和稳态误

差方面均表现出最优性能。

图9 不同次级通道下各种变步长算法均方误差曲线

Fig.9 Mean
 

square
 

error
 

curves
 

of
 

various
 

variable
 

step
 

size
 

algorithms
 

under
 

different
 

secondary
 

paths

3.3 真实信号验证

  为进一步验证新算法的实用性,以实测悬臂梁的脉冲

响应信号作为次级通道,实验数据选用一组测得的冲击响

应数据。实验中采样点数为8
 

192,采用频率为1
 

kHz,得
到的一组脉冲响应信号设置为次级通道A和次级通道B,
如图10所示,用512

 

阶FIR滤波器来表示。

图10 不同次级通道单位脉冲响应图

Fig.10 Unit
 

impulse
 

responses
 

of
 

different
 

secondary
 

paths

  给定频率为10
 

Hz,幅值为0.12正弦信号和方差为

0.3的宽频白噪声的叠加信号作为干扰信号,用新算法和

经典FXLMS实现控制,比较两种算法的实际控制效果。
在初始阶段,次级通道配置为A,于5

 

s时启动算法,
至15

 

s时次级通道发生突变至B。图11(a)展示了新型算

法的整体控制效果,观察结果表明,在次级通道突变瞬间,
算法保持了快速的收敛速率。图11(b)描绘了新型算法的

均方误差(MSE)变化,控制算法激活后,MSE从-20
 

dB
降至-47

 

dB。在15
 

s次级通道突变后,MSE短暂上升至

-35
 

dB,随后再次降至-47
 

dB。对比之下,图11(c)展示

了经典FXLMS算法的控制效果,与本文研究算法不同,在
15

 

s次级通道突变后,经典FXLMS算法导致振动幅值急

剧增加并持续上升,为清晰观察突变前后的振动幅值变

化,分析时长限定为16
 

s。经典FXLMS算法的 MSE在

15
 

s后从-47
 

dB骤升至-23
 

dB,表明次级通道变化后,
放大了干扰信号。总体而言,系统突变后,在本文提出的

新算法下振动强度降低12
 

dB,而经典FXLMS算法下振

动强度却增加了24
 

dB,证实了本文新算法在次级通道变

化情况下仍保持卓越的主动控制性能。
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图11 主动控制效果及均方误差图

Fig.11 Active
 

control
 

effect
 

and
 

mean
 

square
 

error

4 结  论

  本文提出了一种新变步长FXLMS算法,算法核心在

于建立最优步长与步长上界之间的相关性,通过解析步长

上界参数来确定最优步长,并基于影响步长上界的因素间

接调整最优步长,实现步长的自适应调节。仿真实验对比

了本文算法、经典FXLMS及其余变步长算法,证实了本算

法在次级通道突变条件下具有较快的收敛速度和最低的

稳态误差。实际次级通道数据测试进一步证实了本文算

法的强自适应性。相较于其他基于基本函数的变步长方

法,本文算法从步长影响因素出发,为FXLMS算法的步长

调整提供了新的研究路径。在实际应用中,固定步长一般

小于最佳收敛步长,利用本文算法不能保证最佳收敛速

度,但能很好兼顾收敛速度和稳态误差。
需要说明的是本研究仅考虑了次级通道突变,未来研

究应扩展至初级通道变化的影响。在次级通道大幅突变

情况下,尽管本算法可能无法完全解决经典FXLMS算法

引起的系统不稳定性,但能显著降低不稳定程度,此时次

级通道的重新辨识成为必要。
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