
  电 子 测 量 技 术

ELECTRONIC MEASUREMENT TECHNOLOGY
第47卷 第15期

2024年8月 

DOI:10.19651/j.cnki.emt.2416144

隐藏吸引子的新四维超混沌系统及多通道同步*
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摘 要:针对混沌多通道同步效率低的问题,基于经典Lorenz混沌系统提出了一种新四维超混沌系统,并通过详细

分析其混沌特性,探讨其在保密通信中的应用潜力。首先,通过相图、Lyapunov指数谱、分岔图、Poincare截面图和复

杂度等方法对其动力学行为进行了分析。其次,通过 Multisim电路仿真验证了系统的数值分析结果。最后,采用错

位投影法设计了一种多通道同步控制方案。研究结果表明,新四维超混沌系统具有复杂的动力学行为,在不同的初始

条件下能够产生隐藏吸引子。电路仿真结果与数值分析相吻合,多通道误差系统具有良好的混沌特性。证明了该系

统具有较高的可靠性和灵活性,为研究混沌系统在信息安全领域奠定了良好的基础。
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Abstract:In
 

order
 

to
 

solve
 

the
 

problem
 

of
 

low
 

synchronization
 

efficiency
 

in
 

chaotic
 

multi-channel
 

communication,
 

a
 

new
 

four-dimensional
 

super-chaotic
 

system
 

based
 

on
 

the
 

classical
 

Lorenz
 

chaotic
 

system
 

was
 

proposed,
 

and
 

its
 

potential
 

application
 

in
 

secure
 

communication
 

was
 

explored
 

by
 

analyzing
 

its
 

chaotic
 

characteristics
 

in
 

detail.
 

First,
 

the
 

dynamical
 

behavior
 

was
 

analyzed
 

by
 

phase
 

diagram,
 

Lyapunov
 

exponent
 

spectrum,
 

bifurcation
 

diagram,
 

Poincare
 

section
 

diagram,
 

and
 

complexity
 

method.
 

Then,
 

the
 

numerical
 

analysis
 

results
 

were
 

verified
 

by
 

Multisim
 

circuit
 

simulation.
 

Finally,
 

a
 

multi-channel
 

synchronization
 

control
 

scheme
 

was
 

designed
 

using
 

the
 

displacement
 

projection
 

method.
 

The
 

research
 

results
 

show
 

that
 

the
 

new
 

four-dimensional
 

super-chaotic
 

system
 

has
 

complex
 

dynamic
 

behavior
 

and
 

can
 

generate
 

hidden
 

attractors
 

under
 

different
 

initial
 

conditions.
 

The
 

circuit
 

simulation
 

results
 

are
 

consistent
 

with
 

the
 

numerical
 

analysis,
 

and
 

the
 

multi-channel
 

error
 

system
 

has
 

good
 

chaotic
 

characteristics.
 

This
 

indicates
 

that
 

the
 

system
 

has
 

high
 

reliability
 

and
 

flexibility,
 

laying
 

a
 

good
 

foundation
 

for
 

studying
 

chaotic
 

systems
 

in
 

the
 

field
 

of
 

information
 

security.
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0 引  言

  自1963年Lorenz混沌系统的提出以来,混沌的研究

迅速发展,并在科学技术[1-2]、信息处理[3-5]等领域得到广泛

应用。研究人员对不同类型结构的混沌系统进行了深入探

索。一般而言,具有唯一平衡点的混沌系统的吸引子被定

义为隐藏吸引子[6],而具有隐藏吸引子的混沌系统则表现

出更复杂的混沌特性。Li等[7]通过引入非易失性忆阻器,

耦合两个复值激光系统,提出了一种无平衡点的多涡巻隐

藏吸引子的忆阻复值激光系统。Yang等[8]将一维映射与

离散忆阻器相耦合,构建了一种能够产生自激和隐藏混沌

吸引子的忆阻超混沌系统。Tamba等[9]研究了基于磁通

控制忆阻器的四维无平衡点混沌系统的动力学分析及其在

图像加密中的应用,该系统经历了丰富复杂的动力学过程,
如共存的隐藏吸引子、隐藏的极端多稳态、偏移提升动力学

和反单调特性等。共存吸引子是当前混沌系统研究的热点
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之一,文献[10]提出通过正弦项变换,得到了一个具有无限

共存类吸引子的保守三维混沌系统。李得洋等[11]利用线

性矩阵不等式方法对系统的共存吸引子进行了识别迁移控

制。全旭等[12]提出了一种具有4个不稳定平衡点且共存

四种不同类型吸引子的混沌系统。Wang等[13]构造了一种

基于忆阻器的三维对称混沌系统,观察到该系统的共存吸

引子在平衡点之间具有转移行为。混沌系统具有随机性和

不可预测性,因此利用混沌系统进行保密通信已成为混沌

应用的重要领域之一[14]。毛北行等[15]通过构造滑模函数

与控制器适应规则,提出了一种针对分数阶永磁同步电机

混沌系统的自适应滑模同步方法。Wang等[16]提出了一种

具有简化控制输入的忆阻混沌系统的预定义时间混沌同步

方案。Prakash等[17]利用混沌同步的RTL算法实现了可

见光系统的数据安全。Shi等[18]利用带有误差反馈系数设

计的Lyapunov理论,推导出一种新的广义时滞逆同步方

法。Xin等[19]通过对离散混沌系统的系数矩阵进行反向控

制,设计了一种基于差错控制的逆离散混合混沌同步系统。
此外,还出现了PID同步控制[20]、主动同步控制[21-22]、鲁棒

同步控制[23-25]等各种控制方法。本研究以经典Lorenz系

统为基础,设计了一种结构简单的新型四维超混沌系统,该
系统只有一个平衡点,却表现出复杂的动力学特性。并且,
利用错位投影同步方法,提出了一种多通道误差系统进行

混沌控制,为同步通信提供了更高的安全性和实用性。

1 混沌模型及动力学特性分析

  基于Lorenz系统,设计了一个新四维超混沌系统,其
数学模型为:

x· =a(y-x)

y· = -cz-xz+dw-hy
z· = -b+xy
w· =yz-ew

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(1)

其中,x、y、z、w 为系统的状态变量,x·、y·、z·、w· 为偏导,

a、b、c、d、e、h为系统的控制参数。当a=6,b=20,c=1,

d=0.5,e=8,h=1.5,初始值为(x0,y0,z0,w0)=(2,2,

0.01,0.01),式(1)系统的混沌吸引子相图如图1所示。

1.1 耗散性

  利用式(2)计算系统的耗散性:

▽V =
∂x·

∂x+
∂y·

∂y+
∂z·

∂z+
∂w·

∂w
(2)

得到 ▽V = -a-h-e= -15.5<0,其中,V 为耗

散体积,▽V 为负数,所以系统是耗散的。并且,系统以

e(-a-h-e)t 指数形式收敛,当时间t趋于无穷大时,系统的轨

迹会收敛到一个有界的吸引子上,使得系统最终稳定。这

意味着系统轨线上的每个小体积元都逐渐趋向于零,系统

的运动最终会固定在这个吸引子上。

1.2 平衡性

  令式(1)等号左边全部等于0,可得:

图1 混沌吸引子相图

Fig.1 Chaotic
 

attractors
 

phase
 

diagram

a(y-x)=0
-cz-xz+dw-hy =0
-b+xy =0
yz-ew =0

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(3)

根据式(3),计算系统的唯一平衡点为(4.472
 

1,4.472
 

1,

-1.291
 

9,-0.722
 

2),该系统所产生的吸引子是运动轨迹

复杂的隐藏吸引子。在平衡点处计算系统的雅可比矩

阵为:

Jac=

-a a 0 0
-z -h -c-x d
y x 0 0
0 z y -e

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(4)

令detJ-λE  =0,E 为单位矩阵,计算得到系统的

特征值λ1,2 = -0.399
 

7±3.187
 

9i,λ3 = -6.607
 

4,

λ4 = -8.093
 

0,由结果可知,平衡点是不稳定的鞍点。得

到Lyapunov指数(lyapunov
 

exponent,LE)为LE1=0.441
 

8,

LE2 =0.000
 

1,LE3= -7.418
 

0,LE4= -8.524
 

0,
 

存在

两个指数小于0且指数之和为负,验证了该系统为超混沌

系统。

1.3 LE和分岔图

  参数b=20,c=1,d =0.5,e=8,h=1.5,初始值

为(2,2,0.01,0.01)时,随a演变的LE谱和分岔图分别如

图2(a)、图3(a)所示。观察到,当参数a 从0逐渐增加到

10时,系统的运动轨迹由周期-混沌-超混沌-拟周期-混沌依

次变化。
参数a=6,c=1,d=0.5,e=8,h=1.5,初始值为

(2,2,0.01,0.01)时,随b 变化的LE谱和分岔图分别如

图2(b)、图3(b)所示。观察到,当参数b从0逐渐增加到40
时,系统的运动轨迹由周期-拟周期-混沌-超混沌依次变化。
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参数a=6,b=20,d=0.5,e=8,h=1.5,初始值

为(2,2,0.01,0.01),随c 变化的LE谱和分岔图分别如

图2(c)、图3(c)所示。观察到,当参数c从-5逐渐增加到

5时,系统的运动状态关于0对称,系统的运动轨迹由周期-
拟周期-混沌-拟周期-周期依次变化。

参数a=6,b=20,c=1,e=8,h=1.5,初始值为

(2,2,0.01,0.01),随d 变化的 LE谱和分岔图分别如

图2(d)、图3(d)所示。观察到,当参数d 从-5逐渐增加

到5时,系统的运动状态由周期-拟周期-混沌-拟周期-周期

依次变化。

图2 随参数变化的Lyapunov指数谱

Fig.2 Lyapunov
 

exponential
 

spectrum
 

with
 

parameter
 

variation

图3 随参数变化的分岔图

Fig.3 Bifurcation
 

diagram
 

with
 

parameter
 

variation

1.4 Poincare截面和0-1复杂度分析

  Poincare截面是分析系统动力学行为的重要方法。当

截面上只有一个或几个离散点时,表明系统的运动是周期

性的;当存在闭合连续曲线时,表明运动是准周期的;而当

存在连续曲线或密集点时,则表明系统的运动呈现出混沌

特性。选取平面z=0和y=0作为 Poincare截面,如
图4(a)和(b)所示。通过观察可以发现,图中的点是连续

而是密集的,可以证明系统具有混沌特性。0-1复杂度分

析是一种新的检验非线性系统满足混沌特性的方法。该方

法直接计算离散数据变量的线性增长率 K(c),判断其值

趋近于1还是趋近于0,从而快速判断混沌是否存在。系

统0~1测试图如图4(c)所示,通过计算得到最终K(c)值

为0.9978,证明了系统是混沌的。图4(d)为系统功率谱,
连续的功率谱曲线表明系统处于非周期状态,而峰值则表

示系统存在分岔现象。

图4 系统的混沌特性

Fig.4 Chaotic
 

characteristics
 

of
 

the
 

system

2 隐藏吸引子的共存现象

  参数保持不变,分别取初始值为(2,2,0.01,0.01)和
(-2,-2,0.01,0.01)。随参数b 和参数c变化的共存分

岔图如图5(a)和(b)所示,图中红色部分为初始值(2,2,

0.01,0.01),而蓝色部分为初始值(-2,-2,0.01,0.01)。
不同初始条件下的二维平面吸引子相图如图6所示,

可以明显观察到,系统中存在共存的隐藏吸引子。

3 电路设计

  利用运算放大器、乘法器等器件组成混沌系统的电路

仿真图,电路原理图如图7所示。
首先,进行比例压缩,再进行时间尺度变换,令τ =

τ0t,t0 =1
 

000,可得:
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图5 不同参数变化的共存分岔图

Fig.5 Coexistence
 

bifurcation
 

diagram
 

of
 

different
 

parameter
 

variations

图6 共存吸引子相图

Fig.6 Coexistence
 

attractor
 

phase
 

diagram

x· =6
 

000(y-x)

y· = -1
 

000z-1
 

000xz+500w-1
 

500y
z· = -20

 

000+1
 

000xy
w· =1

 

000yz-8
 

000w

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(5)

基于电路相关定律,将式(5)进行变换可得:

x· = -
1

R1C1

(-y)-
1

R2C1

(x)

y· =-
1

R3C2

(z)-
1

R4C2

(xz)-
1

R5C2

(-w)-
1

R6C2

(y)

z· = -2
 

000-
1

R7C3

(-xy)

w· = -
1

R8C4

(-yz)-
1

R9C4

(w)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(6)

其中,R1 =R2 =1.667
 

kΩ,R3 =R4 =R7 =R8 =
10

 

kΩ,R5=20
 

kΩ,R6=6.667
 

kΩ,R9=0.125
 

kΩ,其余

电阻均为10
 

kΩ,令C1=C2=C3=C4=100
 

ηF,经过电

图7 电路原理图

Fig.7 Circuit
 

schematic
 

diagram

路调试仿真,得到的结果与模拟运算结果相吻合,验证了该

系统的正确性。
通过电路仿真软件 Multisim的仿真验证,系统的相位

图如图8所示。通过对比图1和图8可知,理论吸引子与

电路吸引子运动轨迹相吻合。因此,通过数值分析和实验

研究均证实了系统满足混沌特性。

图8 电路仿真图

Fig.8 Circuit
 

simulation
 

diagram

4 新系统的错位投影同步

  选用ChenLoren系统作为驱动系统,如式(7)所示。
x·1 =kx2x3

x·2 =r(x1-x2)

x·3 =1-x4

x·4 =x1x2-wx4

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(7)

其中,x 为状态变量,x· 为偏导,k,r,w 为参数,当
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k=10,r=2.5,w =50时,对本文所设计的混沌系统进行

改写,得响应系统:

y·1 =a(y2-y1)+u1

y·2 = -cy3-y1y3+dy4-hy2+u2

y·3 = -b+y1y2+u3

y·4 =y2y3-ey4+u4

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(8)

其中,a=6,b=20,c=1,d=0.5,e=8,h=1.5,

u1、u2、u3、u4 为可变的同步控制器。设计多通道误差系统

为eij =yi-λxj,其中,i=j=1,2,3,4,λ为常数因子,
令λ1 =λ2 =λ3 =λ4 =2。 由于是四维混沌系统,所以组

成的误差系统共有24种不同形式的通道。对其中的两个

通道进行实验验证。
通道1:i=j,计算误差系统可得:

e·1 =y·1-λ1x1

e·2 =y·2-λ2x2

e·3 =y·3-λ3x3

e·4 =y·4-λ4x4

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(9)

同步控制器为:

u1 = -ay2+λ1kx2x3+aλ1x1

u2 =cy3+y1y3-dy4+λ2rx1+hy2-ry2

u3 =b-y1y2+λ3-λ3x4+y3-λ3x3

u4 = -y2y3+λ4x1x2+ey4-wy4

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(10)

对误差系统(9)进行整理,可得:

e·1 = -ae1
e·2 = -re2
e·3 =e3
e·4 = -we4

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(11)

对通道1进行仿真,驱动系统的初始值为(1,1,1,1),
响应系统的初始值为(2,2,0.01,0.01),运行结果如图9所

示,图9(a)、(b)为驱动系统和响应系统的同步时域波形,
图9(c)为同步误差结果。

同理,对于通道2:i≠j,计算误差系统可得:

e·1 =y·1-λ1x4

e·2 =y·2-λ2x3

e·3 =y·3-λ3x2

e·4 =y·4-λ4x1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(12)

同步控制器为:

u1 = -a(y2-y1)+λ1x1x2-y1w
u2 =cy3+y1y3-dy4-λ2x4+λ2+hλ2x3

u3 =b-y1y2+λ3rx1-ry3

u4 = -y2y3+λ4kx2x3+eλ4x1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(13)

对误差系统式(12)进行整理,可得:

e·1 = -we1
e·2 = -he2
e·3 = -re3
e·4 = -ee4

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

(14)

图9 通道1同步结果

Fig.9 Synchronization
 

result
 

of
 

channel
 

1

对通道2进行仿真,初始值保持不变,运行结果如

图10所示。
通道1和通道2的误差系统的同步过程分别如图9、10

所示。从图中可以观察到,在加入控制器后,误差系统的轨
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图10 通道2同步结果

Fig.10 Synchronization
 

result
 

of
 

channel
 

2

迹在约2.5
 

s的时间收敛为零,之后保持稳定,两者之间的

误差为零,这表明误差系统在同步后具有良好的鲁棒性。
图9(a)、(b)和图10(a)、(b)分别展示了双通道在驱动系统

和响应系统中的同步过程。同步误差结果如图9(c)和
图10(c)所示,通过观察,可以明显发现同步时间较短。在

此基础上,可以验证其他通道同步方案的可行性,因此,通
过数值模拟清楚地证明了多通道错位投影同步方案的有效

性和可靠性。

5 结  论

  本文首先提出了一种具有隐吸引子的四维超混沌系

统。通过对该系统的空间相图、LE谱、分岔图、Poincare截

面和0-1复杂度的研究,证明了该系统是混沌的,并具有

丰富的动力学特性、复杂的拓扑结构以及共存吸引子现象。
利用仿真软件对系统电路进行设计和验证,实验仿真结果

与数值仿真结果相匹配,验证了新系统的可行性。最后,提
出了多通道错位投影同步方案,并设计了同步控制器,取得

了较好的同步效果。这对于实际的混沌系统应用非常重

要,同时也为图像加密和安全通信领域奠定了基础。
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