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一种新的小波阈值函数在图像去噪中的应用

荣　霞　薛　伟　朱继超

（中国地质大学自动化学院　武汉　４３００７４）

摘　要：为了解决传统的小波阈值函数在图像去噪中存在的一些问题，提出了一种新的阈值函数进行去噪。新的阈

值函数和传统的软硬阈值函数相比，它弥补了硬阈值函数不连续的不足之处，同时又保留了与软阈值函数一样的连续

性，减小了软阈值函数中存在的恒定偏差。新的阈值函数表达式简单且高阶可导，易于各种数学处理。对图像的仿真

实验表明，相比软硬阈值函数和软硬阈值折中函数，该方法具有更好的去噪效果，具有较高的实用价值。
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１　引　　言

图像在生成、传输等过程中容易受到各种噪声的干扰，

这对信息的处理、传输和存储都造成很大的影响，故而需要

对图像进行去噪处理。传统的图像去噪方法大致可分为两

类———空域滤波法和频域滤波法［１３］，空域滤波法在去除噪

声和细节纹理的保留方面存在着矛盾，而频域滤波法则不

能自适应地根据信号频率变化范围的大小动态地调整时频

窗口的大小。在这种情况下，由于小波变换具有良好的多

分辨率分析这一特性，使得它在图像处理中得到了广泛的

应用［４７］。

２０世纪８０年代，Ｍａｌｌａｔ将计算机视觉领域内多尺

度分析的思想引入到小波分析中，提出多分辨率分析概

念，提出相应的小波分解与重构的快速算法———Ｍａｌｌａｔ

算法。Ｍａｌｌａｔ算法为小波变换在实际的应用中奠定了

一定的理论基础。之后，Ｍａｌｌａｔ又根据信号和噪声经过

小波变换后在各尺度上的不同表现，提出了一种利用小

波变换模极大值原理用于信号去噪的方法［８］。１９９５年，

Ｄｏｎｏｈｏ和Ｊｏｈｎｓｔｏｎｅ等人提出了信号去噪的软阈值方法

和硬阈值方法［９］。同年，Ｄｏｎｏｈｏ和Ｃｏｉｆｍａｎ又提出了平

移不变 小 波 去 噪 的 方 法［１０］。随 后，Ｇａｏ和 Ｂｒｕｃｅ把

Ｄｏｎｏｈｏ的软阈值和硬阈值方法进行推广，提出了软硬

阈值折中法［１１］。

目前，在小波去噪的方法中，常用的是小波阈值去噪方

法。这种方法一般采用硬阈值函数和软阈值函数这两种函

数，它们各有特点但也有各自的不足之处，硬阈值函数可以

很好地保存图像的边缘、细节等局部特征，但由于它的不连

续，所以图像会产生一些伪吉布斯效应、振铃等失真现

象［１２］；而软阈值函数在定义域内是连续的，所以它处理后

的图像相对较平滑，但它处理之后的小波系数和估计的小

波系数之间存在一个恒定的偏差值，故可能会产生边缘模

糊等失真现象。正是由于这些缺点的存在，所以限制了小
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波阈值去噪的进一步应用［１３］。因此，为了克服这些缺点，

本文在传统的阈值函数的基础上提出了一种新的阈值函

数，以期望达到更好的图像去噪效果。

２　图像的小波变换

图像是一种二维信号，而二维小波变换有两种方法，一

种是张量积方法，它是一维小波变换的推广；另外一种是多

小波方法，它是一种各向异性的二维小波变换［］。本文中

使用的是张量积小波变换。

对于二维信号犳（狓，狔）∈犔
２（犚２），设犞２是犔２（犚２）的二

维多分辨率分析，则函数的子空间为：犞２
犼＝犞犼犠犼

，其中，

“”表示张量积。并且令二维尺度函数为：Φ（狓，狔）＝

（狓）（狔），其中（狓）为对应的一维多分辨率分析的尺度函

数；犞犼，犠犼
的正交基分别为｛犼，犽｝、｛φ犼，犽｝，此时的二维小波

空间犠２
犼
即可分解为二维平面的水平、垂直与对角三个方

向的正交矢量子空间犠１，犼，犠２，犼和犠３，犼，则它们分别对应的

二维小波函数为：

Ψ１（狓，狔）＝φ（犡）（狔）

Ψ２（狓，狔）＝φ（犡）（狔）

Ψ３（狓，狔）＝φ（犡）（狔

烅

烄

烆 ）

（１）

对于任意二维信号犳（狓，狔）∈犔
２（犚２），可将其做如下

分解：

犳（狓，狔）＝∑犪犼Φ犼（狓，狔）＋∑犼≤犑∑犱
１
犼Ψ

１
犼
（狓，狔）＋

∑犼≤犑∑犱
２
犼Ψ

２
犼
（狓，狔）＋∑犼≤犑∑犱

３
犼Ψ

３
犼
（狓，狔） （２）

式中：

犪犼 ＝犳（狓，狔）Φ犼（狓，狔）ｄ狓ｄ狔

犱１犼 ＝犳（狓，狔）Φ
１
犼
（狓，狔）ｄ狓ｄ狔

犱２犼 ＝犳（狓，狔）Φ
２
犼
（狓，狔）ｄ狓ｄ狔

犱３犼 ＝犳（狓，狔）Φ
３
犼
（狓，狔）ｄ狓ｄ

烅

烄

烆 狔

（３）

　　犪犼，犱
１
犼
，犱２犼 和犱

３
犼
构成了犳（狓，狔）的二维正交小波分解系

数。犪犼为犳（狓，狔）的低频分量的小波分解系数，犱
１
犼
为犳（狓，

狔）的高频分量在水平方向上的小波分解系数，犱
２
犼
给出了犳

（狓，狔）的高频分量在垂直方向上的小波分解系数，犱
３
犼
给出

了犳（狓，狔）的高频分量在对角线方向上的小波分解系数。

犪犼可视为原图像的一个近似图像，而犱
１
犼
，犱２犼，犱

３
犼
则分别显示

了水平、垂直与对角方向上的边缘信息。多分辨率分析可

以向更低的频率上分解，每次分解后分辨率减半，分解以后

的子图像由低频的近似图像和原图像在水平、垂直和对角

线方向上的高频部分的细节信息组成。

３　小波阈值去噪

假设存在大小为犿×狀的图像，用犳（犻，犼）表示，则其噪

声模型为：

犛（犻，犼）＝犳（犻，犼）＋σ犲（犻，犼） （４）

式中：犲为高斯白噪声。

在图像去噪中使用二维小波变换的步骤有３步，具体

如下［１５１６］：

１）对图像信号进行小波分解。在此过程中，根据具体

的带分解的图像选择恰当的分解层数（记为犖）和一个合适

的小波函数，然后对该二维图像信号进行犖 层小波分解

计算。

２）对分解处理后的高频系数进行阈值量化。在此过程

中，对于分解后的每一层即１～犖 层，选择一个合适的阈

值，并对每一层的高频系数进行阈值量化处理。

３）重构图像信号。根据处理后的低频系数和高频系数

来进行二维信号的小波重构。小波分解以后的第犖 层的

近似即为低频系数，而高频系数是经过阈值量化处理后的

各层细节。

在以上３个步骤之中，最重要的就是阈值的选取以及

如何进行阈值量化。传统的阈值量化的方法一般有硬阈值

量化和软阈值量化，分别如下：

狔＝
狓， 狘狓狘≥犜

０， 狘狓狘＜
｛ 犜

（５）

狔＝
ｓｇｎ（狓）（狘狓狘－犜）， 狘狓狘≥犜

０， 狘狓狘＜
｛ 犜

（６）

式中：狓为图像的原小波系数，狔为阈值量化处理后的小波

系数，犜为阈值（其中式（５）为硬阈值量化法，式（６）为软阈

值量化法）。硬阈值处理的方法是将绝对值小于犜的系数

视为零，而绝对值大于犜的系数则保留原值不变。软阈值

处理的方法是将绝对值小于犜的系数视为零；当系数大于

或等于犜时，将该系数变为其减去犜 后的所得值；当系数

小于或等于－犜时，对该系数的处理方法是将它变为加上

犜后的所得值。图１和２分别为硬阈值函数和软阈值函数

的示意图。

图１　硬阈值函数图像

除了以上两种方法，此外，还有一种改进的处理方式，

叫软硬阈值折中法，其表达式为：

狔＝
ｓｇｎ（狓）（狘狓狘－犫犜）， 狘狓狘≥犜

０， 狘狓狘＜
｛ 犜

（７）

·５８·
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图２　软阈值函数图像

式中：犫为调节因子且０＜犫＜１，图３为其函数图像。显然，

当犫＝０时，该函数就变成了硬阈值函数，当犫＝１时就变成

了软阈值函数，当０＜犫＜１时，系数狔的值就处在硬阈值函

数和软阈值函数之间，故称之为软硬阈值折中函数。该方

法思路简单，去噪效果良好。

图３　软硬阈值折中函数图像

４　新的阈值函数

常用的软、硬阈值函数虽有较好的去噪效果但也有各

自的不足之处。硬阈值函数能较好地保存图像边缘等局部

特征，但由于在狓＝±犜处不连续，所以图像会产生一些伪

吉布斯效应、振铃等现象；而软阈值函数在定义域内连续，

使用其处理后的图像相对较为平滑，但当｜狓｜≥犜 时，狔与

狓之间存在一个恒定的偏差犜，故可能会产生边缘模糊等

现象。针对以上的这些不足之处，本文提出了一种新的阈

值函数，其表达式为：

狔＝
ｓｇｎ（狓）狘狓狘－ｅ

（－
狘狓狘
犪 ＋

犜
犪ｌｎ犜（ ）） ， 狘狓狘≥犜

０， 狘狓狘＜｛ 犜
（８）

式中：犪是调节因子，且犪为大于０的常数。

考察函数

犳（狓）＝ｓｇｎ（狓）狘狓狘－ｅ
（－

狘狓狘
犪 ＋

犜
犪ｌｎ犜（ ）） （９）

　　当狓＝犜时，犳（狓）＝犜－犜犲
０
＝０，当狓＝－犜时，犳（狓）＝

－（犜－犜犲０）＝０；当｜狓｜→８时，犳（狓）＝狓。

　　从以上分析可以看出，犳（狓）是以狔＝狓为渐近线的。

这样，新阈值函数不仅具有和软阈值函数一样的连续性，

而且克服了硬阈值函数中狔与狓存在恒定偏差的缺点，除

此之外，当｜狓｜≥狋时是高阶可导的。图４为新阈值函数的

示意图。

图４　新阈值函数图像

当时犪→０，新阈值函数等价于硬阈值函数，当时，新阈

值函数等价于软阈值函数，通过调节犪可得到实用的阈值

函数，获得更好的去噪效果。

５　仿真实验

为了验证新阈值函数在图像中的去噪效果，本文使用

了硬阈值函数、软阈值函数以及软硬阈值折中函数与之进

行比较。实验中，给原始图像（ｓｉｎｓｉｎ）分别加入标准差为

１０、２０和３０的噪声，使用的小波基是ｓｙｍ４，采用３层分解，

阈值犜＝σ ２ｌｏｇ槡 犖（其中σ为噪声的标准差，在实际应用

中是不可知的，犖 为图像的大小）。图５～７给出了不同噪

声标准差下几种阈值函数去噪的结果，表１和２分别给出

了不同噪声标准差下几种阈值函数去噪后的信噪比和均方

误差。

图５　σ＝１０时使用不同阈值函数去噪的对比

·６８·
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图６　σ＝２０时使用不同阈值函数去噪的对比

图７　σ＝３０时使用不同阈值函数去噪的对比

表１　使用不同阈值函数去噪后的信噪比

σ＝１０ σ＝２０ σ＝３０

含噪信号 １３．２０３７ ７．１８３１ ３．６６１３

硬阈值法 ２０．７４２９ １６．６０６２ １３．９７４３

软阈值法 ２０．４０４２ １７．６１５５ １５．９４２２

软硬阈值折中法 ２１．４８１１ １７．９７１６ １５．７８２９

新阈值法 ２１．６０９７ １８．３３１０ １６．２１６０

表２　使用不同阈值函数去噪后的均方误差

σ＝１０ σ＝２０ σ＝３０

含噪信号 １０２．１９５１ ４０８．７８０７ ９１９．７５６５

硬阈值法 １８．００９８ ４６．６８５２ ８５．５７９９

软阈值法 １９．４７０５ ３７．００４４ ５４．３９８３

软硬阈值折中法 １５．１９４６ ３４．０９１４ ５６．４３００

新阈值法 １４．７５１３ ３１．３８３３ ５１．０７３９

　　从图中处理后的图像可以看出，使用软阈值函数去噪

后的图像较为光滑，使用硬阈值函数去噪后的图像存在一

定的伪吉布斯效应，而软硬阈值折中法和新阈值法对此皆

有相应地改善。从表１中的信噪比和表２中的均方误差的

具体数据也可以看出，使用新阈值函数的去噪效果明显优

于硬阈值函数和软阈值函数；而与软硬阈值折中函数相比，

也可以看出新阈值函数存在一定的优势。除此之外，从表

中的数据还可以得出，当图像的信噪比越低时，新阈值函数

的优势体现的越明显。

６　结　　论

本文在小波阈值去噪的基础上，结合传统的软硬阈值

函数，提出了一种新的阈值函数。新的阈值函数综合了软

硬阈值函数的优点，同时也克服了它们各自的缺点，不仅具

有和软阈值函数一样的连续性，而且减小了估计的小波系

数与处理之后的小波系数之间的恒定偏差，能有效地去除

白噪声。另外，它还具有表达式简单且高阶可导、便于各种

数学处理等优点。仿真实验结果表明，与传统的软硬阈值

函数和改进的软硬阈值折中函数相比，新的阈值函数无论

是从视觉效果上还是从信噪比和均方误差等具体的性能指

标上都有了一定的改善。
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